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Derivacia v bode

@ Nech pre funkciu f definovani na nejakom okoli bodu x
existuje vlastna limita

Fion)  tim T@ = F0)

T—rTQ Tr — X0

Potom tito limitu nazyvame derivaciou funkcie f v bode xy.

@ Ak ma funkcia derivaciu v bode, hovorime, Ze je v riom
diferencovatelna.
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Dotycnice a normaly

(Rovnica doty¢nice a normaly ku grafu funkcie v f v bode)

e ak existuje vlastna nenulova derivacia f’(x)

e dotycnica y — f(xo) = f'(x0)(z — o)
e normala y— f(xo) = —%(x — 7o)

@ Ak je f'(x9) =0

e vodorovnd doty¢nica y = f(xg)
e zvisla normala T = I

e Ak je f'(z() nevlastna

e zvisla dotycnica T = x0
e vodorovnd normala y = f(zo)
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Derivacia v bode

o Ak je funkcia f definovana na U(xo) N (g, 00) resp.
U(xo) N (—o0, ) a ak existujd jednostranné limity

f(x) = f(xo)

f/(xO) a xliglar T — To
resp.
flao) = tim HO T

tak f' (xo) nazyvame derivaciou sprava a f’ (zo) nazyvame
derivaciou zlava.
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Polodotycnice
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Polodotycnice
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Derivacia na intervale

e Nech pre funkciu f definovand na intervale (a,b) existuje
derivicia f'(x) v kaZdom bode x € (a,b). Potom je na
intervale (a,b) definovana funkcia ' : x — f'(x), ktord
nazyvame derivaciou funkcie f.
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Derivacia na intervale
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Derivacia na intervale
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Derivacia

(Derivacie niektorych elementarnych funkcii)
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Derivacia

(Derivacie niektorych elementarnych funkcii, pokracovanie)
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Derivacia

(Pravidla derivovania)
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Derivacia

(Derivacia inverznej a zlozenej funkcie)

e Nech f a g sd navzajom inverzné funkcie. Potom

f(@0) = S

@ Pre zloZeni funkciu f o g plati

(f ©9)'(z0) = f'(9(z0)) - 4 (w0)-
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Numerické derivovanie

Funkciu pozname, ale analytické urCenie derivacie je narocné.
Metéda vychadza z definicie derivacie:

f@+h) — f(@)

i) =222

Dalsie moznosti num. derivovania budd az pri interpolaciach.
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Numerické derivovanie

Priklad (prva derivacia, varovny priklad)

Aproximujeme derivaciu funkcie f(xz) = e® v bode 0.

h f(0)
100 | 1,7182817
1071 | 1,0517097
1072 | 1,0050178
1073 | 1,0005237
10~* | 1,0001661
107° | 1,0013582
1076 | 1,9536744
1077 | 1,1920930
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Vety o prirastku

Veta (Fermatova veta)
Ak

e f je spojita na (a,b),
@ v bode v € (a,b) nadobiida svoju najvacsiu (alebo najmensiu)
hodnotu,

o existuje f'(v),
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Vety o prirastku

Veta (Fermatova veta)
Ak

e f je spojita na (a,b),
@ v bode v € (a,b) nadobiida svoju najvacsiu (alebo najmensiu)
hodnotu,

o existuje f'(v),
potom f'(4) = 0.
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Vety o prirastku

Veta (Rolleova veta)
Ak
e je f spojita na (a,b),

e je f diferencovatelna na (a,b),

o plati f(a) = f(b),
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Vety o prirastku

Veta (Rolleova veta)
Ak
e je f spojita na (a,b),

e je f diferencovatelna na (a,b),
o plati f(a) = f(b),
potom existuje bod v € (a,b) tak, Ze f'(¢) = 0.
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Vety o prirastku

Veta (Rolleova veta)
Ak
e je f spojita na (a,b),

e je f diferencovatelna na (a,b),
o plati f(a) = f(b),
potom existuje bod v € (a,b) tak, Ze f'(¢) = 0.
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Vety o prirastku

Veta (Lagrangeova veta)
Ak
e je f spojita na {(a,b),

e je f diferencovatelna na (a,b),
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Vety o prirastku

Veta (Lagrangeova veta)
Ak
e je f spojita na {(a,b),

e je f diferencovatelna na (a,b),
potom existuje bod ¢ € (a,b) tak, ze f'(¢) = W.
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Vety o prirastku
Veta (Lagrangeova veta)

Ak
e je f spojita na {(a,b),

e je f diferencovatelna na (a,b),
potom existuje bod ¢ € (a,b) tak, ze f'(¢) = W.
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Vety o prirastku

Veta (Cauchyho veta)

Nech f(z),g(x) maju nasledujice viastnosti:
e f,g st spojité na (a,b),
e f,g su diferencovatelné na (a,b),
e pro vsetky x € (a,b), je ¢'(x) # 0.

Potom existuje bod v € (a,b) tak, Ze J;EZ;
Limita podielu: typy 3,22

:g(a
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Veta (Prvé L'Hospitalovo pravidlo)

e Nech funkcie f(x),g(x) sd diferencovatelné na nejakom okoli
bodu c.

o Nech lim f(z) = O,J;gr}:g(x) — ()

e Nech existuje lim ! () (vlastna alebo nevlastna.)
z—c 9’ ()

(@) f@) _ o £)
Hetom exdae &) Lt 255 & e Inn gar = i s

Podobna veta plati aj pre lim a pre lim .
T—c~ z—ct

V pripade ¢ = 00 pouzijeme substiticiu t = %
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Veta (Druhé L'Hospitalovo pravidlo)

o Nech funkcie f(z),g(x) sd diferencovatelné na nejakom okoli
bodu c.

o Nech i%|f(x)| = OO,glslglc|9(fU)| = 00.

o Nech existuje lim L2 (viastns alebo nevlastns.)
z—c 9'(z)

Potom existuje aj lim % a je lim % = lim ]gc/g;

Podobna veta plati aj pre lim a pre lim .
T—c~ z—ct
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Derivacie vyssich radov

@ Ak je f’ derivaciou funkcie f na otvorenom intervale a f’ ma
na tomto intervale derivaciu. Potom tito derivaciu nazyvame
derivaciou druhého radu, alebo tiez druhou derivaciou
funkcie f a zapisujeme f”.

@ Rekurzivne definujeme derivaciu n—tého radu, alebo tiez
n—tou derivaciu ako

f(n) _ (f(nfl)) )
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Lokalne extrémy

o Definicia. Funkcia f ma v bode z lokalne maximum
(minimum) ak existuje okolie U(xo) C Dy také, Ze

z € U(xo) = f(z) < flxo) (f(z) = f(20)).

@ Ostré lokdlne maximum (minimum), lokalne extrémy

e Nutna podmienka. Ak f m3 v xy extrém, tak f'(z9) =0
alebo f'(xq) neexistuje.

e Definicia. Bod xg, v ktorom je f'(x¢) = 0 sa nazyva
stacionarny bod.

@ Postacujuca podmienka. Nech ma funkcia f druhd
derivéciu v staciondrnom bode. Ak je f"(xo) > 0, nastdva v
bode xg lok. minimum, ak je f"(xzq) < 0, nastdva v bode x
lok. maximum.
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Extrémy funkcie
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Globalne extrémy

Najvacsie a najmensie hodnoty funkcie na danej mnozine.
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Priebeh funkcie
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Priebeh funkcie, pokracovanie

o f je konvexna (konkavna) na M, ak ma tito vlastnost:
Nech x1,z,29 € M a x1 < x < x2, potom P = [z, f(x)] lezi
pod (nad) priamkou Py P>, kde P; = [z;, f(x;)].

e Nech f je spojita na M, diferencovatelna na My potom:

o f je konvexnd na M <= [’ rastie na My
o f je konkdvnd na M <= [’ klesd na M,

o Nech f je dvakrat diferencovatelna na M. Potom f je
konvexnd (konkavna) <— f"(x) > 0(f"(x) <0) na My a
nie je f"(x) =0 na Ziadom podintervale intervalu M.
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Priebeh funkcie, pokracovanie
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Priebeh funkcie, pokracovanie

e inflexny bod funkcie f- f je diferencovatelna v bode xq a
existuje € > 0 okolie tak, Ze na intervale (xy — €, xq) je
funkcia konkdvna a na intervale (xq,zo + €) je funkcia
konvexna (alebo naopak).

e Nutna podmienka. xg je inflexny bod = f"(x¢) = 0 alebo
1"(zo) neexistuje.

@ Postacujuca podmienka. Nech

f®=0vk=23,-n-1f"£0.

Ak je n neparne (liché), potom x je inflexny bod, ak je n
parne (sudé), potom x( nie je inflexny bod.
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