Postupnosti a limita postupnosti
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Postupnosti

Postupnost je predpis (pravidlo), ktory kazdému prirodzenému
Cislu priraduje nejaky prvok z danej mnoziny A. (Pritom
predpokladame, Ze mnozZina A je neprazdna, inak by sa predsa
Ziaden taky predpis nedal vymysliet.) Podrobnejsie hovorime o
postupnosti prvkov mnoziny A. Postupnost méZeme chapat aj ako
specialny pripad zobrazeni.
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Postupnosti

@ Aritmetickd postupnost
@ Geometricka postupnost
@ Rekurentne zadana postupnost

e Vybrana (pod)postupnost
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Topologické pojmy

Definicia (Okolie bodu)

Okolim bodu a € R (resp. e- okolim) rozumieme mnoZinu

U(a,e) ={z € R;|lx —a| <e}=(a—¢e,a+¢),

bod a sa nazyva stred okolia a Cislo € polomer okolia.
MnozZinu

U*(a,e) =U(a,e) —{a} =(a—¢,a)U(a,a+e)={z € R;0< |z —a| < e}

budeme nazyvat redukovanym (rydzim) okolim bodu a € R.
(Pre nase potreby obvykle predpokladdme, Ze € je lubovolne malé.)

IMA1 2020



Topologické pojmy

Definicia (Hromadny bod)

Bod a € R je hromadny bod mnoziny M C R, ak v kazdom jeho
redukovanom okoli leZi aspon jeden bod x € M.

IMA1 2020



Topologické pojmy

Definicia
M<a (a<M) < Vz e M;z<a (Vzx € M;a<z)
o Ak plati M < a,a € R, hovorime, Ze a je horné ohraniCenie
mnoziny M a mnozina M je zhora ohranicena.
o Ak platia < M,a € R, hovorime, Ze a je dolné ohranicenie
mnoziny M a mnozZina M je zdola ohranicena.

T

@ a € R je najvacsi prvok mnoziny M, ak platia € M a
M < a.

@ a € R je najmensi prvok mnoziny M, ak platia € M a
a< M.
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Topologické pojmy

Nech M C R

o Najmensie horné ohranicenie mnoziny M nazyvame
suprémum mnoziny M.

sup M = min{zr € Ry M < z}.

e Najvacsie dolné ohranicenie mnoziny M nazyvame infimum
mnoziny M.

inf M = max{x € R; M > z}.
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Limita postupnosti

@ Hovorime, Ze Cislo a je limitou postupnosti a1, ao, ... ak plati

Ve >0 dng; n>ny = |a, —a| <e.
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Limita postupnosti

@ Hovorime, Ze Cislo a je limitou postupnosti a1, ao, ... ak plati

Ve >0 dng; n>ny = |a, —a| <e.

o Nech ku kazdému ¢&islu A existuje ng tak, Ze pre kazdé
n > ng je a > A. Potom hovorime, Ze postupnost ma
nevlastna limitu +oco.

lim a, = +oo.
n—0o0
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Limita postupnosti

@ Hovorime, Ze Cislo a je limitou postupnosti a1, ao, ... ak plati

Ve >0 dng; n>ny = |a, —a| <e.

o Nech ku kazdému ¢&islu A existuje ng tak, Ze pre kazdé
n > ng je a > A. Potom hovorime, Ze postupnost ma
nevlastna limitu +oco.

lim a, = +oo.
n—0o0

o Nech ku kazdému cislu A existuje ng tak, Ze pre kazdé
n > ng je a < A. Potom hovorime, Ze postupnost ma
nevlastna limitu —co.

lim a, = —oc.
n—0o0

IMA1 2020




Limita postupnosti

@ Limita méZe byt:
e vlastna,
e nevlastna.
@ Postupnost, ktora ma vlastnd limitu, sa nazyva
konvergentna. Postupnost, ktora ma nevlastni limitu alebo
nema Ziadnu limitu, sa nazyva divergentna.
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Limita postupnosti

@ Kazda postupnost ma najviac se jednu limitu.

@ Bod b sa nazyva hromadnou hodnotou postupnosti (a,,), ak
pre kazdé okolie U(b) je ay, € U(b) pre nekonecne mnoho
indexov n.

@ Horna limita-lim sup a,,-najvacsia z hromadnych hodnét
postupnosti (ay,)

@ Dolna limita-lim inf a,,-najmensia z hromadnych hodnét
postupnosti (ay,)
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Limita postupnosti

o Kazda konvergentna postupnost je ohranicena.
Kazda ohranic¢ena postupnost je konvergentna?
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Limita postupnosti

o Kazda konvergentna postupnost je ohranicena.
Kazda ohranic¢ena postupnost je konvergentna?

@ Monoténna a ohranicena postupnost je konvergentna.
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Limita postupnosti

o Kazda konvergentna postupnost je ohranicena.
Kazda ohranic¢ena postupnost je konvergentna?

@ Monoténna a ohranicena postupnost je konvergentna.

e Nech (ay) je konvergentnd postupnost. Kazda jej vybrand
podpostupnost je konvergentna a ma s riou rovnaku limitu.
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Limita postupnosti

e Aklima, =a, limb, =b,
Je
lim(a,, + b,) = a+b,
lima, - b, = a- b,
ak b #£0
lim 2% = ¢
b, b
e Nech existuje lim a,, = a. Potom lim |a,| = |a
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Veta o dvoch policajtoch (sandwich theorem)

Autor obrazku: Zuzka Hlinéna
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Veta o dvoch policajtoch (sandwich theorem)

@ (O dvoch policajtoch) Nech lim a,, = lim b,, = a, a nech
existuje n1 € N tak, Ze pron > n; je a, < ¢, < b,. Potom
existuje limita (c,) alim¢, = a.
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@ (O dvoch policajtoch) Nech lim a,, = lim b,, = a, a nech
existuje n1 € N tak, Ze pron > n; je a, < ¢, < b,. Potom
existuje limita (c,) alim¢, = a.

e Nech lima, =0, a (b,) Jjeohrani¢end postupnost.
Potom lima,, - b, = 0.
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@ (O dvoch policajtoch) Nech lim a,, = lim b,, = a, a nech
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Veta o dvoch policajtoch (sandwich theorem)

@ (O dvoch policajtoch) Nech lim a,, = lim b,, = a, a nech
existuje n1 € N tak, Ze pron > n; je a, < ¢, < b,. Potom
existuje limita (c,) alim¢, = a.

e Nech lima, =0, a (b,) Jjeohrani¢end postupnost.
Potom lima,, - b, = 0.

onli_>nolo|an|:oo A ap#0 Vne N = lim L -0

—00 an

o lim L =0 A takmer vietky a, st kladné (zaporné)
n—oo a4n

= lim a, =00 (lim a, = —0).
n—oQ n—0oQ
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Veta o dvoch policajtoch (sandwich theorem)

1 n
lim (1 4 > =2.71828 ...
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