1
1. Urcete f:nexdx
0

Reseni: Resime metodou per partes:

Potom

1 1

/xe dx = [ze”] / Adr=1-¢' —0-®—[e"]f =e' —e! +e¥ = 1.
0 0

1
2. Urcete [ arctan zdz.

ResSeni: Resime metodou per partes:
/
w =1, v=arctanz,

1
1422

/
u=x, vV =

Potom

1

1 1

1 2x
tan xdx = tan 2]} Sdz = t ! /d -
/arc anxraxr — acarc anxo /1 €r = xarc anx]o 2 1—|—CC2 X
0 0 0

1
= [x arctan x — B In(l+ = )] =arctanl — — ln(l +1)=
0

3. Urcete f = dx.

T/

Resem. Resime substituéni metodou:
w+l=t]z=0=>t=1,z=4=¢t=3

dxr = tdt.

Potom

4 3 3 3 3 )
[ =t = = [ (1)t [ o= [ e
1++2r+1 1+t 1+t
0 1 1 1 1

[t—In(1+8))=3-4—(1-In2)=2-2IM2+mn2=2—-In2.



4. Uréete obsah rovinného obrazce omezeného ¢drami y = 2 a y = .
Reseni:
e Uréime priseciky funkei y = 2% ay = :

P =2 = 2@z-1)(r+1)=0 < 21 =0,29 = —1,23 = 1.

Situaci vidime na obrazku:

] r1

d [

Nagim 1kolem je zjistit souc¢et obsahii obrazcu Sy, Ss.
Ztejmeé je Og, = Og,, proto pro obsah vymezené oblasti plati:

1 1
P = 2/3:—:1; :Q/xda:—Q/ d:é.
0 0



5. Urcete konstantu a, pro kterou je obsah plochy ohrani¢ené grafem
funkei f(x) = 22 a g(z) = a — 22 roven 2 - %
ResSeni: Situaci vidime na obrazku:

AR

Ziejmeé obsahy S7 a Ss jsou stejné, obé funkce jsou sudé. Proto staci
ur¢it napt. obsah Ss. Pro uréeni obsahu potfebujeme zjistit z—ovou
soutadnici pruseciku Ps.

a
P=a—-12° = =+ 3

Pro P, plati P, = [\/; , 2] y—ovou soufadnici jsme urcili diky tomu,
ze P» lezi napt. na grafu funkce f. Potom pro obsah Ss plati

3 V3 V3

ng/g(x)—f(x)d:v:/a—xQ—xde:/a—Qxde:

0 0

o= 37 e -

2
=\/§ 307 Ve

Pro obsah celé plochy potom plati

)
OO\[\D

%/\

)
N
\/
I
S
N\
)
|
Wl N
N
~__

S=2- 52—2 \[ ca- f

Nagim ukolem bylo zjistit, pro které a je obsah roven 2 - g Proto
musime vyftesit kdy je

2 2
2-\3[-a~\/&:2-\3f & a-\a=1,

co plati prave kdyz je a = 1.



6. Urcete konstantu a, pro kterou je obsah plochy ohranicené grafem
funkce f(z) =sinz + a -z, osou = a piimkou x = 27 roven 2.
Reseni: Z obrizku vidime, Ze musime vypoéitat obsah plochy pod
funkei f mezi 0 a 27 a tento obsah nésledné porovnat s 2w, coz je
pozadovny obsah.

27
2
/sin:c+a-xdx:[—cosx+;x2 :—1+%-47r2+1:2a7r2.
0
0

Potom

1
2n? =21 = a=—.
T



7. Urcete obsah rovinného obrazce omezeného parabolou y?> = 2pz a
pifmkou z = §, (p > 0).
Reseni:

e Uréime pruseéiky kiivek y? = 2pz,z = 5, (p > 0).

Dosazenim z = g do prvni rovnice:
2 2
y =p° = y==%p

Pruseciky jsou v bodech [§, —p], [§, p]. Situaci vidime na obrazku:

rn

Nagim 1kolem je zjistit soucet obsahii obrazctu Sy, Ss.
Ztejmeé je Og, = Og,, proto staci urcit obsah nad z— ovou osou,
coz je polovina hledaného obsahu. Potom

S

2
2

3 bl
2
P:2/\/2pxd$:2\/2p/q;;dx: %
0 0

Nebo se na obrazek podivejme z boku, vypocet bude jednodussi:

P
2 31P 2 3 2
2
PZQ/ DY gy By Y| P W
2 2p 2 6p ], 2  6p 3
0



8. Urcete obsah elipsy ‘z—z + g—z =1,(a >0,0>0).
Reseni: Nejdifve si vyjadifme y z rovnice elipsy:
b
y=+—Va%— 22
a

Elipsa ma stied v bodé [0,0], proto se da rozdélit na ¢tyii shodné
utvary, s obsahy S1,S2,.53,.54. Situaci vidime na obrazku:

VAR
DY

Budeme pocitat obsah jeji ¢asti v prvnim kvadrantu. Pruseciky s z-
ovou osou jsou body [a, 0], [—a,0]. Nas bude zajimat prusecik [a,0] a
ta Cast elipsy, pro kterou je y = +g\/ a? — x2. Proto pro jeji obsah
plati:

Zzi/\/@Q—xde,
0

teda

4 [
—a/\/a2—:p2dac.
0

Pouzijeme substituci:
. ™
r=asint,r=0=>t=0r=a=t= 5

dx = acostdt.

Potom (pozor na zménu hranic)

g E
4b
:/\/a2—a2sin2t-acostdt:4ab/ 1 —sin?t - costdt =
a
0 0

7r

: : :
1 2t
= 4ab / cos® tdt = 4ab/ + (;OS = /dt + 2ab / cos 2tdt =
0 0 0

0

2
2ab [t ] + 2ab [ sin 2t} = mab.
0

6



9. Urcete obsah obrazce omezeného smyckou kiivky y? = 23 + 2.
ResSeni: Nejdiive uréime pruseciky s z-ovou osou:

2+t =0 — 1 =0Vzo =—1.

Situaci vidime na obrazku:

Uréime obsah nad z-ovou osou (S1), coz je polovina hledaného obsahu,
pficemz pro tuto ¢dst je y = +va? + z2. Pro obsah tedy plati:

0 0
P:2/\/$3+x2 dx:2/x\/x+1 dx.
-1 -1
Pouzijeme substituci:
r+l1=tder=dt,r=-1=t=0,r=0=t=1.

Potom
1

1 5 1
3t
P_2/(t—1)t§dt_2/<t3—t§>dt_ —o -3
53 15
0 0 0

Pocitali jsme obsah a vysledek je zaporné cislo. Kde jsme udélali
chybu?

Chyba nastala pfi prvni dpravé integrované funkce:
Va3 +z2=xvr+1 - plati toto opravdu?

Opatrné, Va2 = |z|. My integrujeme funkci pies interval (—1,0) a na
tomto intervalu je |x| = —z. Spravné by tedy mélo byt

0 0
P:2/\/:c3+x2 dx:—2/:c\/x+1dx.
el el

Na obrazku mzirlne graf funkce, kterou jsme dostali po substituci
(g(t) = (t — 1)t2). Vidime, Ze je na intervalu (0,1) zdpornd, takze
integral musel vyjit zdporné a je jasné, ze se nékde stala chyba.



Naprava je nastésti snadné:




10. Vypocitejte |f06 f(z)dz| a f06 |f(x)|dz pro funkeci f(x) = 22 — 62 + 5.
ReSeni: Nez zatneme pocitat, zamyslete se: Vyjdou oba integraly
stejné?

6

6
/(332—633+5)dx —|—6| =6
0

3
:‘[g_3$2+5$]

0

Graf funkce je ¢astecné nad osou x a pod osou x, viz obrazek vlevo.
Modra oblast ma vétsi obsah nez ¢ervena plocha, takze celkovy integral
vysel zaporné. Absolutni hodnotou jsme znaménko obratili.

U druhého integralu je situace jind, viz obrazek vpravo.

|

Snadno zjistime, ze

122 — 62+ 5| = 1‘2;61‘4—5 pro x € (—o0, 1) U (5, 00)
—z° 46z —5 prox € (1,5)

Integral proto musime rozdélit na vice casti:

6 1 5
/ 2% — 6z + 5|dz = /(x2—6x+5)d:z+/ (—2® 4 62 — 5)dx +
0 0 1

6
7T 32 7 46

2
—br+5)dr == 4 o=
+/5(:v x +5)dx 3+3+3 3

Vysledky jsou ve vztahu |f06 f(x)dx| < foﬁ |f(z)|dz, viz pFednaska.



11. Vypocitejte fo% f(x)dz pro funkci

sin 2x pro r € <0, §>
3
)1 pro z € (%, )

/()

—sin2x pro x € %”,w>

0 jinak.

Reseni: Graf funkce je na obrézku:

Protoze je funkce definovana na raznych intervalech ruznymi predpisy,
musime integral rozdélit:

2w w/4 3n/4
(x)dz :/ sin 2z dx —I—/
0 0 /4

27

1d:p—|—/ (—sin?x)dx+/ 0dx
3r/4 ™

w/4

“peos] B[]

= |—=cos2z T — cos 2x

2 0 /4 2 3m/4
1 =« 1 T
— 4 40=1+—
2+2+2+ +2

10



T
12. Vysetfete lokdln{ extrémy funkce: f(z) = [¢(t — 1)(t — 5)dt.
0

Reseni: Nejdifve je nutné si uvédomit, ze f'(z) = x(x—1)(z—>5). Tato
derivace je definovdna pro v8echna x € R, proto nas budou zajimat
jenom ty hodnoty, pro které je f/'(z) = 0. Ziejme

fl(z)=0 <= z=0Vz=1Vz=5.

Situaci vidime na obrazku:

Pro znaménko prvni derivace proto plati:

f'(z) >0 < 2€(0,1) ax e (5,00),

() <0 < z € (—00,0) axe(l,5).
Proto funkce f(z) (tu viibec nezname) ma lokalni{ minimum v = 0
a vz =5 a lokdlni maximum v bodé x = 1.
Po integraci zjistime, ze
x €T
t4 t3 t2 T
flx) = /t(t —1)(t — 5)dt = /t3 — 6t 4 5tdt = [4 — 6 +5] .

0 0 2Jo
Potom
flx) = 1x4 — 223 + §a:2
4 277
a muzeme si v8echno klasickym zpusobem ovéfit. Situaci vidime na
obrazku:

Funkce f je nakreslena modrou barvou a jeji derivace zelenou.

11



13.

Najdéte funkci F(z) = foxf(t)dt pro z € (0,3) a nacrtnéte jeji graf.
Funkce f je
2t prot e (0,1)
f(t)=<1 prote(l,2)
0  jinak.
Reseni: Tento pifklad asi nekterym zamotd hlavu, ale v IPT bude

podobnych vic.

Dokud je z v intervalu (0, 1), méla by byt situace jasna:

F(x):/omf(t)dt:/OItht: [t*]; =2*, z€(0,1)

Pocitame modie vybarveny obsah v zdvislosti na poloze x, viz obrazek.

Ale co dal? Napoveédét by mohl dalsi obrazek:

12



Pro z € (1,2) je

/f t)dt = /2tdt+/1 1t =[P+ =1+z—1=a

Je-li x € (2,3), pak (viz téz obrazek nize)

/f dt_/Qtdt+/ 1dt+/ =[]+ =1+1=2.

Celkové jsme zjistili, ze na intervalu (0,3) funkce F' vypad4 takto:
x= proz € (0,1)
F(x)=<xz proxe(1,2)

2 prozx€(2,3).

Muzete se presvédéit, ze plati F'(z) = f(x), s vyjimkou bodu z =1 a
x = 2, kde F derivaci nema.

Shrnuto: F'(z) postupné narustd, jak se zvétSuje obsah plochy pod
grafem funkce f, jestlize horni mez integrélu posouvame doprava.

13



14. Urcete bod T = [a, ?] na grafu funkce f(z) = 1, pro ktery tvoif tecna

x
a normala timto bodem spolu s osou o, trojihelnik s obsahem S=1.

ResSeni: Situaci vidime na obrazku:

Ziejme:
T L) (bod 1ezi fu funkee), f'(z) @ :
= |a, - od lezi na grafu funkce x)=——,f(a) =—=.
?a/ g Y xQ? a2
Potom pro teénu a normalu plati:
1 1 1 9
t: = - — —(xz— : = — —a).
y=_-slr—a), n: y=—+a'(z—-a

Pro vypocet obsahu trojihelnika potFebujeme zjistit pruseciky tecny
a normaly s osou oy, :

1 1 1
OZyZa—g(x—a) = a(az—a)zl < 1z =2a,
0:1+a2(m—a) = 1(ac—a):—a?’(av—a) = al::a—i
a a a®’

je nutné si uvédomit, ze a # 0. Potom strana trojuhelnika, kterd lezi
na o,, ma velikost:

1 1
d:2a—<a—a3> = (a—i—ag).

Vyska na tuto stranu je vzdalenost bodu T = [a, é] od o, proto pro
jeji velikost plati:

v=—,
a

a pro obsah trojihelnika mame

1 1 1

1 1 n 1
—=—-la+—=|.
a 2a a3
Jestlize ma platit S = 1, tak:

1

1 1
—la+ =5 ) =1 <= a+ 5 =2a < a = +1.
2a al al

Funkce f lezi i ve tfetim kvadrantu a situace, kterou mame na obrazku,
je tam symetricka.

14
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15. Urcete bod T' = [a, ?] na grafu funkce f(z) = -, pro ktery tvoii te¢na

x
timto bodem a pfimka prochézejici bodem T a pocatkem soutadnic

spolu s osou o, trojuhelnik s obsahem S=1.
ResSeni: Situaci vidime na obréazku:

Ziejmeé:
1
T= [a, a} (bod lezi na grafu funkee), f'(z) = ——, f'(a) = —=.

Potom pro teénu plati:

1 1

Pro vypocet obsahu trojihelnika potfebujeme zjistit prusecik teény s

0SOU 0y :

1 1 1
O:y:a—?(:v—a) = a(x—a,)zl — x = 2aq.

Potom strana trojihelnika, ktera lezi na o, mé velikost:

d=2a—0=2a.

Vyska na tuto stranu je vzdalenost bodu T = [a, %] od o, proto pro
jeji velikost plati:

v=—,
a
a pro obsah trojihelnika mame
S=—--d-v= L 2 =1
T T T

Co to znamena? Bod T" muzeme zvolit libovolné na grafu této funkce
f a trojihelnik, ktery dostaneme uvedenym zpusobem, bude mit vzdy
obsah 1.

15



16. Urcete objem télesa vytvoieného rotaci obrazce vymezeného 2 —y? =
4,y = £2, kolem osy y.
Reseni: Jednd se o hyperbolu se stiedem v [0,0] a rovnici mizeme
prepsat nasledovné:

2

4

vy
T =L

Situaci vidime na obrazku:

Po rotaci kolem osy y dostaneme:

Pro objem pfi rotaci kolem osy y mame vztah:
b
v=r [ )

proto si vyjadiime [f(y)]* :

fW)) =2 =y*+4.

Potom pro objem mame:
2 2
— 2 ¥ _
V—ﬂ/(y +4)dy—7r[—+4y] =3
-2
-2

16



17. Urcete objem télesa vytvoreného rotaci obrazce vymezeného y = sinx
kolem osy x od 0 do .
Reseni: Situaci vidime na obréazku:

Po rotaci kolem osy x dostaneme:

Pro objem pfi rotaci kolem osy x mame vztah:
b
v=r [ () ds,
a

proto si vyjadiime [f (:L‘)]2 :
[f(m)]2 =y? =sin’z.

Potom pro objem méame:

™ ™
™ 2

1
V:ﬂ/sin2$dl‘:W/(l—COSQ.Z‘)d.T:ﬂ— r— sin2z| =
2 2 |77 2 . 2
0 0

Vyuzili jsme vztahy:

2 2 2

cos2x = cos“x —sin“x a sin2x—|—cos r=1.

7Z nich postupné dostaneme:

2

sin?z = cos®>x — cos2x A cos’zx =1—sin’x =

2

. . ) 1
= sinz =1 —sin?z — cos 2z = sin’ z = 5(1 — cos 2z).

17



18. Urcete délku kruznice z2 4 y? = r2.
Reseni:

Pro délku kiivky mame vztah:

b
L:/\/1+[f’(x)}2dx.

Proto si vyjadiime f(z) :

f(z) = +Vr? — a2,

vybereme si nezdpornou ¢ast kiivky a tu zderivujeme:

, - —x
f (x) - /772 — ZE‘Q,
a umocnime
N2 :112
(y ) - TQ _ JZQI

Mizeme vypocitat % délky kruznice (pocitdme v prvnim kvadrantu),

potom dostaneme:
f 2
/ T
0

Situaci vidime na obrazku:

Zde je vsak problém, funkce, kterou integrujeme, neni spojita v bodé r.
A7 se nau¢ime tzv. nevlastni integraly, budeme si s tim umét poradit.
Jenze to jesté neumime. Situace vSak neni zoufald, staci se omezit na
men§i ¢ast kruznice. Budeme pocitat jeji osminu, tedy funkce zustane
stejna, zméni se jenom horni hranice a budeme brat 8-krat tuto délku:

h
2
5 de.
r2 — g
0

18




Jak uréime hornou hranici? Je to x—ové soufadnice pruseciku kruznice
"y o /2
a pifmky y = x. Proto h = ==. Potom

Pouzijeme substitci:

T /2 T
r=rcost,r=0=t= 0= =t=
X =1cost,x 2/1" 5 1
dr = —rsintdt.

Potom
sint

—_— dt =
J rv1— cos?t
1

sint

—_— _dt =
J V12 —r2cos?t
3

s = —8r? 8r?

=8r (E - E) = 27r.

INEISTE

sint

%
= 87‘/Slntdt = 8r [t]
I

19. Urcete délku kruznice dané rovnicemi z = rcost,y = rsint,r > 0.
Reseni: Pro délku kiivky danou parametricky mame vztah:

5= / @2+ ()2t

Predpisy pro x a y zderivujeme a nasledné umocnime. Potom, pro nasi
kiivku dostavame:

27 27 27
s = / V/ (=rsint)? + (rcost)2dt = / \/7“2(sin2 t + cos?t)dt = /\/ﬁdt = 277
0 0 0
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