
TEORIE           GRAFŮ
Tým Euler

08.11.2023 Matematické Základy Fuzzy Logiky



Motivace

Matematický popis reálného světa zas o něco přesněji

▪ Modelování transportu

▪ Sociální sítě

▪ Akcelerace decision making procedur v LLM

▪ Detekce rakovinotvorných buněk
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Co je to Fuzzy Graf?

Trojice (V, σ, μ)

V – Množina vrcholů tvořících graf

σ – V -> [0,1]

μ – E -> [0,1]

∀ x, y ∈ V, μ(x y) ≤ σ(x) ∧ σ(y)
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Fuzzy Podgrafy

Částečný Fuzzy Podgraf

• G = (V, σ, μ)

• H = (V, τ , ν)

• H je podgrafem G pokud τ ⊆ σ a ν ⊆ μ

Indukovaný Fuzzy Podgraf 

• H = (P, τ , ν) 

• P ⊆ V, τ (x) = σ(x) pro všechny x ∈ P a ν(x y) = μ(x y) pro všechny x, y ∈ P

(Vznikne smazáním jednoho, či více uzlů z původního grafu)
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Spanning Fuzzy Podgraf = Kostra 
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• G = (V, σ, μ)
• H = (V, τ , ν)
• Pak Graf H nazýváme kosterním 

podgrafem G, pokud τ = σ
• ν ⊆ μ



Cesty Grafem
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Fuzzy Mosty
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• G = (σ, μ)
• x, y jsou dva odlišné vrcholy 
• G° = podgraf G vzniklý vymazáním 

hrany xy
• (G° = (σ, μ ), μ°(xy) = 0 a μ° = μ pro 

všechny ostatní hrany)
• xy je fuzzy mostem jestli μ°∞(u, v) < 

μ∞(u, v) pro nějaké u, v ležící v σ°. 
Smazání xy redukuje sílu propojení 
mezi nějakými páry vrcholů v G

•  xy je fuzzy mostem jestli existují 
vrcholy u a v, tak, že xy je hrana 
každé nejsilnější cesty mezi nimi



Fuzzy Cutvertices

• Odstraněním tohoto vrcholu zaniknou vazby spojující vrchol s 
ostatními

• Pokud odstraněním w (u != w != v) vzniká μ°∞(u, v) < μ∞(u, v)

• W je fuzzy cutvertex, pokud existuje u,v takové, že w je na každé 
nejsilnější cestě z u do v

• Graf bez cutvertices = neoddělitelný/ blok
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Maximální kostra grafu

• Jedná se o podgraf, takový, že μ∞(u, v) je síla jedinečné cesty mezi u – 
v pro všechny uzly u, v na něm ležící

• Uzel w fuzzy grafu G je fuzzy cutvertex pouze pokud je vnitřním uzlem 
všech možných maximálních koster grafu G
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PROOF



CFG – Complete Fuzzy Graph

• G = (σ, μ), μ(uv) = σ(u) ∧ σ(v) ∀ u, v ∈ σ∗

• CFG(G) => μ∞ = μ a G nemá žádné fuzzy cutvertices

• μ2(u, v) = ∨z∈σ∗ {μ(uz) ∧ μ(zv)} = ∨{σ(u) ∧ σ(v) ∧ σ(z)} = σ(u) ∧ σ(v) = 
μ(uv)

• Podobně tak μ3(u, v) = μ(uv) až μk (u, v) = μ(uv) (k ∈ Z) 

• μ∞(u, v) = sup{μk (u, v) | pro všechna k ≥ 1, k ∈ Z} = μ(uv)

• Nemá cutvertices, má maximálně jeden fuzzy most
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Fuzzy Les a Fuzzy Stromy

• G = (σ,μ) je fuzzy lesem, pokud má fuzzy spanning podgraf F = (σ, v), 
který je lesem, kde všechny hrany (x,y), které nejsou v F = ν(x y) = 0 platí 
μ(x, y) < v∞ (x, y)

• Tedy pokud je (x,y) v G ale není v F, tak existuje v F cesta mezi x a y, která 
je silnější jak μ(x, y) 

• Propojený les se nazývá stromem
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Fuzzy Cykly

• G je cyklem jesti (Supp(σ), Supp(μ)) je cyklem. 

• G je fuzzy cyklem, jestli (Supp(σ), Supp(μ)) je cyklem a neexistuje 
jedinečné xy ∈ Supp(μ) takové, že μ(x y) = ∧{μ(uv) | uv ∈ Supp(μ)}

• (Supp = nemá nulovou hodnotu membership value)
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Fuzzy Cut Sets
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Fuzzy Cut Sets

• 1-řetězec s boundary funkcí 0 je zvaný cyklový vektor G, který může 
být vyobrazen jako množina hranou oddělených cyklů

• Množina všech takových cyklů se nazývá cyklový prostor G 

• Cut Set je množina všech hran, jejichž oddělání vyúsťuje v rozpojený 
graf

• Cocycle je minimální cutset
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Fuzzy Grafové Struktury

• Grafová struktura GS G = (V, R1, R2, … ,Rn) se skládá z množiny 
vrcholů V s relacemi R1 – Rn na V, které jsou vzájemně disjunktní

• Každá relace Ri, 1 <= i <= n je symetrická a není reflexivní
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Fuzzy Grafové Struktury

• σ je fuzzy množina nad V a µ1, µ2, . . . , µn je fuzzy množina nad R1, 
R2, . . . , Rn

• Pokud 0 ≤ µi(vu) ≤ σ(v) ∧ σ(u) ∀u, v ∈ V, i = 1, 2, . . . , n, tak G = (σ, µ1, 
µ2, . . . , µn) je Fuzzy Grafová Struktura (FGS) grafu G∗
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Fuzzy Grafové Struktury
Nechť jsou G1 = (σ1, µ’0, µ’1 , µ’2 ,..., µ’n ) a G2 = (σ2, µ”1 , µ”2 ,…, µ”n ) dvě grafové fuzzy struktury s 
vnitřními „crisp“ grafovými strukturami G*1 = (V1, R’1 , R’2 ,..., R’n ) a G*2 = (V2, R”1 , R”2 ,..., R”n ). 

G1 ∗ G2 = (σ, µ1, µ2,...,µn) se nazývá maximální fuzzy grafovou strukturou s vnitřní „crisp“ grafovou 
strukturou G* = (V, R1, R2,..., Rn), kde:

•  V = V1 × V2 

• Ri = {(u1, v1)(u2, v2)/u1 = u2, v1v2 ∈ R”i nebo v1 = v2, u1u2 ∈ R’i }. Množina fuzzy vrcholů σ a fuzzy 
relací µi v maximálním produktu G1 ∗ G2 = (σ, µ1, µ2,...,µn) je definovaná jako: 

σ = σ1 ∗ σ2, σ(u, v) = σ1(u) ∨ σ2(v), pro všechna (u, v) ∈ V = V1 × V2

08.11.2023 Matematické Základy Fuzzy Logiky



Fuzzy Grafové Struktury

• Fuzzy Grafová Struktura G = (σ, µ1, µ2, . . . µn) je µi-silná pokud µi(v1v2) 
= σ(v1) ∧ σ(v2), pro všechny v1v2 ∈ Ri , i ∈ {1, 2, . . . , n}.

• Jestli G je µi -silná ∀ i ∈ {1, 2, . . . , n}, pak G se nazývá silná fuzzy 
grafová struktura

• Maximální produkt dvou silných grafových struktur je též silnou 
grafovou strukturou
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Fuzzy Grafové Struktury

• Stupeň vrcholu maximálního produktu G1 * G2 dvou fuzzy grafových struktur G1 
= (σ1, µ‘0, µ‘1 , µ‘ 2 , . . . , µ‘ n ) a G2 = (σ2, µ‘‘1 , µ‘‘2 , . . . , µ‘‘n ) je dán vztahem:

• µ‘ i – stupeň vrcholu je dán:
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A co s tím?!
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Děkuji za 
pozornost!
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