Kombinatorika

Kombinatorika je ¢ast diskrétni matematiky, kterd se zabyva ur€ovanim po¢tu moznosti, které
mohou nastat za ur€itych ptedepsanych podminek. Kazdé¢ takové situaci musime nejdiive
porozumét, pokud mozno ji rozlozit na jednodussi situace a ty potom vyfesit pomoci

naucit se vzorce, je naucit se pouzivat kombinatorickd pravidla, kterd jsou jejich zdkladem.
Bez porozuméni témto pravidlim nejsme schopni fesit jiné nez trivialni kombinatorické
uvahy.

Zakladni kombinatoricka pravidla jsou pravidlo souctu a pravidlo sou¢inu, mnoho dalSich
pravidel vznika jejich kombinovanim.

Pravidlo souctu je ziejmé: tyka se situaci, ve kterych se ukol sklada z provedeni tkolu 4 a z
provedeni ukolu B, pricemz zadny z m zptisobli provedeni tkolu A4 neni totozny se zadnym z n
zpusobu provedeni ukolu B a tikd, ze potom provést tikol 4 nebo ukol B Ize m + n zpiisoby.

Priklad: V knihovné méame 10 detektivek napsanych A.C. Doylem a 11 detektivek, jejichz
autorkou je A. Christie. Kolika zplisoby miizeme vybrat n¢kterou detektivku?

ReSeni: Je zcela ziejmé, ze jetom +n = 10 + 11 = 21 moznosti.

Poznamenejme, ze predpoklad pravidla souctu, podle kterého zadny z m zptsobu provedeni
ukolu 4 neni totozny se zddnym z n zpiisobil provedeni tikolu B je podstatny. Uvazujme
mnoziny M = {a,b,c}, N = {b,c,d, e}. Potom poéet moznosti, jak mizeme vybrat jeden
prvek z jejich sjednoceni je 5 # 3 + 4, coz je soucet poctu prvkil jednotlivych mnozin.

Pravidlo soucinu: Lze-1i ukol C rozlozit na dvé po sob¢ nasledujici ulohy A4 a B (tedy provést
C znamena provést nejdiive 4 a potom B) a Ize-li tkol 4 provést m zptsoby a kol B provést
n zpusoby, potom ukol C lze provést m - n zplsoby.

Piiklad: Turnaj v tenisu hraje 6 hochti a 5 divek. Kolik dvojic mtze figurovat v tabulce pro
smiSenou ¢tyihru?

ReSeni: Jedna se o uvodni ptiklad, provedeme podrobny rozbor:
Mnozina hocht = { Adam, Boris, Cyril, David, Emil, Filip }
Mnozina divek = { Gerta, Hana, Iva, Jana, Karla }

Mnozina dvojic, ve kterych je Adam = {(4,G), (4,H), (A,1), (A4,]),(4,K)},
Mnozina dvojic, ve kterych je Boris = {(B,G), (B,H), (B,I), (B,]),(B,K)},
Mnozina dvojic, ve kterych je Cyril = {(C,G), (C,H), (C,I), (C,]),(C,K)},
Mnozina dvojic, ve kterych je Filip = {(F,G), (F,H), (F,I), (F,]),(F,K)}.

Vidime, ze pocet vSech dvojic je (pocet fadkil) x (pocet prvki v fadku) = 6 X 5 = 30, coz
odpovidéa nasemu pravidlu soucinu.



Piiklad: Registracni znacka vozidla ma tvar PKC CCCC, kde P, K a C jsou symboly, pfi¢emz
P je nektera z Cislic 1 — 9, K je pismeno, urcujici pfislusnost ke kraji a C je n¢ktera z Cislic 0 —
9. Kolik Ize v ramci jednoho kraje ptidélit registracnich znacek?

ReSeni: Pro 1. misto ve znadce je 9 moznosti, druhé je pevné dané, tedy 1 moznost, a pro
kazdé ze zbyvajicich &tyf mist je 10 moznosti. Pocet v§ech moznosti je 9 - 10° , tedy devét
set tisic.

Piiklad: Kolik ctytcifernych Cisel Ize sestavit z cifer 1, 2, 3, 4 tak, aby se zadna cifra
neopakovala?

ReSeni: Na prvnim misté v ¢isle mize stat libovolna cifra, moznosti jsou 4; na druhém misté
mohou byt vSechny cifry kromé té, kterou jsme vybrali v 1. kroku, tedy 3; pro tfeti misto uz
zbyly jen 2, a nakonec uz zbyva jen 1. Takze pocet takovych Cisel je 43 -2 -1 = 4! = 24.

Kdyz jsme vytvateli Cisla v predchozim ptikladu, pouze jsme cifry v ¢isle premistovali — to
vede k definici permutace:

Permutace n (navzajem riznych) objektl je libovolné jejich setazeni, tedy sefazeni od
prvniho k n-tému.

Pro pocet permutaci n objektd ziejmé plati P(n) = n!, je to zobecnéni situace, kterou jsme
vySetfovali v predchozim ptikladu. Podstatné zde bylo, Ze se prvky (cifry v ¢isle) nesmély
opakovat — v piivodnim ,,seznamu‘* byly v§echny navzajem rtizné.

Permutace s opakovanim se vyskytne tehdy, mame-li pfemist'ovat prvky, které nejsou
vSechny navzdjem rizné:

M¢jme n objekti rozdélenych do r skupin, které maji po fad¢ nq, ..., n, objektd, tedy n, +
-+ n,. = n. Objekty v kazdé ze skupin jsou navzijem nerozlisitelné. Kazdé setazeni téchto n
objektl se nazyva permutace s opakovdanim (danym parametry n,, ..., n,.). Pro pocet
takovych permutaci plati

n!
P’nl,--unr(n) = m (pI'O n+-+n. = n)

Vznik tohoto vzorce ukaZeme na piikladu:
Priklad: M¢jme symboly m, m, m,V,V . Kolika zplsoby je mizeme setadit?

Reseni: Uvazujme nejdfive, Ze Gtverecky i trojuhelni¢ky jsou navzajem rozlisitelné, tedy ze
mame symboly m,, m,, m3,V,,V,. V takovém piipad¢ je pocet pfemisténi roven poctu
permutaci, tedy P(5). Pfemisténi ¢tvere¢kt mezi sebou neumime rozlisit, téch je P(3) = 3!,
stejné tak vzajemné premisténi trojuhelnick, kterych je P(2) = 2!. Pfemist'ovani ¢tvereckl a
trojuhelnickt probihd nezévisle na sobé, proto je

P(5) = P'(5) - 3!- 2! aodtud P'5,(5) = — = 22 = 10.

3L21 62
O spravnosti se miizeme piesveédCit vypsanim vSech moznosti, kterych je skutecné deset:
aenVyV, VeV, auVVe, VeV, aVaVae,
aVVene, VeV, VeaaVae, VaV,mm V,V e n 8.



Variace k-té tiidy z n prvka (0 < k < n) je kazda uspotadana k-tice riznych prvki vybrana

ze zékladni n-prvkové mnoziny tak, Ze na potadi vybranych prvkl zalezi.

Pfitom pro pocet téchto variaci plati
Viim)=nn—-1)(n-2)-(n—k+1) =

n!
(n-k)!"

Piiklad: Vznik vzorce demonstrujeme na tomto piikladu:
Bézeckého zavodu se tcastnilo 10 zdvodniki. Kolika zplisoby mohli obdrzet zlatou, stfibrnou
a bronzovou medaili?

Reseni:
Zlatou medaili mohl obdrZet libovolny ze zdvodniki ... 10 moZnosti
stiibrnou medaili libovolny ze zbyvajicich ... 9 moZznosti
a bronzovou analogicky libovolny ze zbyvajicich ... 8 moZnosti.

podle pravidla o sou¢inu dostavame pocet moznosti = 10 -9 - 8 = V3(10).
k-Clenna variace s opakovdanim z n prvkil je usporddand k-tice sestavena z téchto prvki.
Pro podet téchto variaci V' (n) plati V'j (n) = nk.

Platnost tohoto vztahu plyne bezprostiedné z pravidla sou¢inu — kazdy z k vybiranych prvka
se da vybrat n zptsoby.

Piiklad: Kolik péticifernych ¢isel se da sestavit pouze z cifer 6, 7, 8, 9? Kolik z nich je
mensich nez 90 000?

Reseni:
Pocet moznych cifer veen. k=5
pocet moznosti vybéru kazdé cifry n=4
podet moznych péticifernych &isel .... V's(4) =4° =1024.

Ve druhé situaci nemtiZze na prvnim misté stat devitka, mame tedy tii moznosti vybéru; na
zbyvajicich ¢tyfech mistech mize byt libovolna z cifer 6, 7, 8, 9, pocet téchto moznosti je
ziejm& V', (4) = 4*. Celkovy poet moznosti dostaneme z kombinatorického pravidla
soucinu a je roven

3-4*=3-256 = 768.

Kombinace k-té tiidy z n prvka (0 < k < n) je kazda uspofadana k-tice riznych prvka
vybrana ze zékladni n-prvkové mnoziny tak, ze na potadi vybranych prvkl nezélezi.

Tedy variace Vi (n) vznikne z kombinace K (n) tim zptisobem, Ze soucasné s kazdou
kombinaci ptibydou do vybéru jeste vSechny permutace vybranych prvki, tedy pomoci
pravidla soucinu

nl!

. ! n
Vie(n) = k1 - K (n) neboli Kjo(n) =" = o = (k)

Posledni vyraz ¢teme n nad k a nazyvame kombinacni Cislo.



: . n ! ! n
Pro kombinaéni ¢isla zfejmé plati (k) = (n_r:)hm = k-'(:'—k)' = (n _ k)

Pitiklad: Uvazujme tyfprvkovou mnozinu {a, b, ¢, d}. Kolik ma téiprvkovych podmnozin?

ReSeni:
Pro nazornost viechny tyto podmnoziny vypiSeme: {a, b, c},{a, b,d},{a, c,d},{b,c,d} -
vidime, Ze jsou Ctyfi a ziejmé jde o kombinace tfeti tfidy ze Ctyf prvki:

4! 1-23-4
Ks(4) = (4-3)13! 1123

Jak uré¢ime pocet vSech podmnozin n-prvkové mnoziny?
Kazda mnozina mé jako podmnozinu prazdnou mnozinu, ta je pochopiteln¢ jedna; pficemz
vlastné vybirame 0 prvkl z n-prvkové mnoziny, takovy vybér je jeden a je roven
n! n wr v vr
Ky(n) = o= (0) = 1 v ptipad¢, ze polozime 0! = 1.

Potom podle kombinatorického pravidla souctu je pocet podmnozin n-prvkové mnoziny roven

(0)+ @)+ G+ -+ ()

Binomicka véta: Pro redlné Cislo x a nezaporné celé n plati

"= B () ¢ = (o) 20 + (1) 57 + () 44 ()
A+x)" = n=0(kx—0x+1x+2x+ +{,)x"
(Ovetit — dokazat toto tvrzeni miizeme matematickou indukci nebudeme provadét.)

Polozime-li v pfedchozim vztahu x = 1, dostaneme

2= (o) + (1) + () + -+ ()

Tedy pocet vSech podmnozin n-prvkové mnoziny je roven 2.



