Komplexni Cisla

Uvod

Komplexni ¢isla byla zavedena (mimo jiné) proto, aby kazda algebraicka rovnice méla n&jaké
feSeni (zékladni véta algebry Fik4, Ze algebraicka rovnice P, (x) =0, kde P, (x) je libovolny
polynom #n-tého stupn€, ma pravé n ne nutné riiznych feSeni), coz ovSem, jak vime, neplati,

, : v e o : 2 s Yt .
omezime-li se na obor realnych &isel R - napfiklad rovnice x° +1=0 realné feSeni nema.
Podivejme se na jinou situaci:

Cardanilv vzorec pro feSeni rovnice x* = ax+5b ma tvar
b |(bY (a b |[(BY (aY
x=3=+. = | | =| +3=—4l=| -| =
2 2 3 2 2 3
bY (aY
ktery ma v redlném oboru smysl ziejmée pouze pro (5] - (—j >0.

3
Uvazujme rovnici x° =15x+ 4, kterd ma ziejmé feSeni x=4: 4’ =15-4+4=16-4.

Cardantiv vzorec pro tuto rovnici v R pouzZit nelze, dostavame zde druhou odmocninu ze
zaporného cisla:

ORI R Rk
:%/2+M+%/2—m:%/2+M+%/2—M:
=2+ 1T 21T =

Pfipustme moznost pocitani se symbolem +/—1;
obé¢ tfeti odmocniny, které ve vypoctu vystupuji, ur€it pfimo neumime - vyuzijeme
nasledujiciho postupu: plati-li a® = b, potom a = Vb:

(2i\/—_1)3 =’ i3-4-J—_1+3-2-(J—_1)2i(J—_1)3 =8+124-1-6F—1=2+11V-1,
tedy 1/2+1 1W=1 =2+-1. Jestlize tedy budeme pokracovat na misté¢ hvézdicky, dostaneme
*=2+ )Zl( +2— )Zl( =4, coz je nase (pfedem uhodnute) feSeni.

TakZe jsme pomoci poc€itani s (dosud nedefinovanym) symbolem v —1 feSenim rovnice v oboru
realnych Cisel dostali spravné realné feseni (poc€itani s timto symbolem je tedy uzitené).

Definujeme tedy imagindrni jednotku i jako &islo, jehoz druha mocninou je —1, tedy

i2=-1.

Ale protoze plati také (—i?) = (—1)?(i)? = —1, ma odmocnina z -1 dvé& hodnoty, plati
v—1 = +i — v oboru komplexnich ¢isel jsou odmocniny viceznacné.

Cisla tvaru 2i,é, .., ki, ... k € Rjsouryzeimagindrni.



Komplexnim cislem pak rozumime vyraz
z=x+y-i, x,yeR

- soucet realného a ryze imaginarniho cisla. Pfitom x se nazyva redlnd sloZka, y imagindrni
sloZka Cisla z, piSeme
x=Rez,y=Imz

Komplexni ¢isla, jejichz imaginarni slozka je nulova, ztotoznime s realnymi Cisly.

Dale definujeme:
Cislo komplexné sdruZené k Cislu z:
Z=x—Yyi

Absolutni hodnotu komplexniho ¢isla definujeme piedpisem

12l = /x* +y2

S komplexnimi ¢isly poc¢itame jako s obvyklymi dvojéleny — polynomy prvniho stupné.
Plati nésledujici pravidla:

Rovnost komplexnich ¢isel — komplexni ¢isla jsou stejnd, maji-li stejnou redlnou i imaginarni
Cast:
Xiti=X+Yl © x1=%X A y1 =),

S¢itani (od¢itani) — jako u polynomil prvniho stupné — secteme (odecteme) zvIast’ redlné casti,
vznikne realnd ¢ast vysledku, a podobné pro imaginarni ¢asti:
(xp £ y10) + (g £ y20) = (g £ x2) + (1 + 1)i

Nasobeni — opét jako nasobeni dvojclenti (kazdy s kazdym), pfi¢emz vezmeme v uvahu, ze
i?=-1

(1 +y10) - (X2 + ¥20) = X102 + X151 + X040 + y1Y2 - it =

=(x1%3 — y1Y2) + (X271 + x1¥5) -

Déleni komplexnich ¢isel vyzaduje nejdiive Gpravu — piislusny zlomek rozsitime Cislem ve
jmenovateli, abychom se ve jmenovateli zbavili imaginarni jednotky:

X1+y1l _ Xa4yal Xp—Yal _ XaXp—X1Y2i+XpV1i+Y1Ya _ X1X2+Vi1YV2 | X2V1—X1V2 .
P : P 24,2 - 24,2 24,2
X2+y2l  Xzt+Yyal Xx2—Yal X3+Y2 x3+Yy; x3+y;

Pro komplexn¢ sdruzena ¢isla plati nasledujici vztahy:
z+z :(x+yi)+(x—yi) =2x, z-zZ :(x+yi)~(x—yi) =x>+y :|Z|2

ZI+ZZZZI+ZZ’ Zy* 2y, =2y Z,

z|_|a

|ZI+ZZ|S|ZI|+|ZZ s |Zl-zz|:|zl|-|z2
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|zl



Komplexni ¢isla znazoriiujeme jako body v roviné, které

fikdme Gaussova rovina nebo rovina komplexnich cisel. Im
Vodorovna osa soufadnic se nazyva redlnd osa,

svisla imagindrni osa.

z=[x, y]

Komplexni &islo x + yi zndzorfujeme jako bod [x, y].
Ptitom ziejmé (podle Pythagorovy véty) je |z| rovna
vzdalenosti bodu [x, y] od po¢atku soufadnic.

N\ arg(z)
|
/

X

try

Uhel ¢ (v oboukové mife), ktery svird priivodi€ obrazu Cisla z s kladnym smérem redlné osy,

se nazyva argument komplexniho ¢isla z a znaCise argz

arcth x>0
x

aI'Cth-i-ﬂ' x<0,y>0
X

argz =
arctgz—ir x<0,y<0
X

y>0

+ x=0

N

Ty <0

Necht z=x+yi, ¢ =argz. Vyraz
z = |z|(cos ¢ + isin )
se nazyva goniometricky tvar komplexniho ¢isla z. Je vhodny pro ndsobeni a umociovani
komplexnich ¢isel:
2123 = (|z1](cos @1 + isin @) )(|2z](cos @, + ising,) )=
= |z111z2| (cos(@1 + @2) + isin(p; + ¢2))

Z1 __ |z1|(cos @i+isingy) _ |z4]

= (cos(p1 — ;) +isin(@; — ¢3))

zz  |zz|(cos @ +isin@y) |z2]

z" = (|z|(cos @ + isin )" = |z|*(cosng + i sinne)
Posledni vztah se nazyva Moivreova véta.

Reseni rovnice a™ = z, kde a a z jsou komplexni ¢isla a n je celé, je dano prave vSemi Cisly
+2km .o +2km
A |Z|(COS¢T+lSIH(p ), k=01,..,n—1.
n

Souhrn téchto n Cisel nazyvame n-tou odmocninou z Cisla z.

Jestlize bychom chtéli vzorce pro pocitani s komplexnimi ¢isly odvodit, bylo by tfeba pouzit
n¢kolikrat souctové vzorce pro goniometrické funkce. Mnohem vyhodnéjsi (a nazorné)
odvozeni je pouzitim tzv. Eulerova vztahu e'? = cos ¢ + i sin ¢, pomoci kterého dostaneme
exponencidlni tvar komplexniho c¢isla

z = |z|(cos @ + isin @) = |z|e'?

Vypocty v exponencialnim tvaru plynou z pravidel pro poc€itani s exponencidlnimi funkcemi.



Poznamenejme, Ze na rozdil od redlnych ¢isel nemizeme komplexni ¢isla porovnavat podle
velikosti:

i>0]-i i<o0 |-

i?=-1>0 spor i?=-1>0 spor
MnoZinu komplexnich Cisel nelze uspoiddat.

Resené piiklady

(Poznamka: V predmétech z elektrotechniky se obvykle imaginarni jednotka znaci pismenem j,

aby se odlisila od oznaceni okamzité hodnoty proudu, kterd se oznacuje pismenem i. Tak je

treba chapat znaceni v nasledujicich prikladech; snad nebude dochdazet k nedorozument.)
b,

1) Vyjadtete vyrazy a+b, b—a, a-b, —, a°, —a, a v algebraickém tvaru,
a

N

N 1
je-li a=2\/§—2j, b=—5+—j.

5 2
Reseni:
1 V3 43-1 —4+3
b2 2[ z]J i1, 4B
b_“z_%_2ﬁ+£§+2L=—l+;ﬁ+4+2ﬁj

a-b=(2\/§—2j)-(—%+§ji}— 3+J§+(1+3)j:41=j

1B

b_ 2" 27 1 143 1 -1+ B 1 —B3-B+(B-1) B+

a 23-2j 4 B-; 4 B-j i) 4 4 8

@’ = (23 -2)) =43~ ) =43 -23/ -1 =8(-+3))
a=2\3+2j

2) Najdéte algebraicky tvar komplexnich ¢isel

. 2+ N -
o ()i w o) (-1+)° d) (=))"
0 D i SS9 5-8j+6) =37 46/
h jIO_j12_4j15
) L= =
5 J —J
Reseni:

a) (1+/)-j=j-1
b) 24 2+ 1+ 24421 1+43j
1-j 1-j 1+ 2 2




1 _ 1 _ 1
(-1+j) 1-2j-1 -2j
) (=) =072 =1 () =

+2009 -2008 - 4502

e) jo =] =]

¢) (-1+j)° = §=

1N | ~.

J

0 j+il+7+]+) =j—j+j—j+j=1='
g) 5—8i+6i° =3 +6i"=5-8i—6+3i+6=5-5i

J

0 g U= 440 244y .
y 2 ST T) 2o
J = 7 (7 -1) )
Ny . . _2_3j ]10_].
3) Vypocitejte a) |3—-4/|, b) |———=
) Vypocitejte a) [3—-4/] ) 3_2]_‘ oY
Reseni:
a) |3-4j=49+16=5
b) ‘—2—3j|_|—2—3j|_x/4+9 .
3-2j| [3-2j] o4 =
Ny A i B o ) B T R PR
+271 +2j0 [1+2j1 N1+4 5 5.

4) Najdéte realnou a imaginarni ¢ast komplexnich ¢isel

_.2 A2 9 47 225 A3 .
2) (1 ]J _(1+]J, b) 9/ =77 =557 =3 +].

1+ 1-j 2557
Reseni:
2 (ﬂf{lﬂj L= P _1-2j4 7 1+2j4 2 2
1+ 1-j) A+ (-7 1+2j+j 1-2j+;° 2j =2 =
b)
9/ =77 =5/ =3>+j 9 j=Tj i +5/j-3/+j 9j+7j+5j+3j+j 25j
25/ - 25 - 25 T 5 —

5) Najdéte goniometricky (a exponencialni) tvar komplexnich Cisel

5 RN
B ARy

I
) a=—+¥ 5 1) b -2
Jasyry b 143/

Nakreslete Cisla a, b, ¢ v Gaussové komplexni rovin€. Najdéte goniometricky a exponencialni
tvar Cisel

, a-b-c, b



Reseni:

W[y

j.
a:l+§j:cos60° + j -sin 60° :cos§+j-sin§:e

2 ———
/// a ™~
'\
2 2 : . N
b:£—£] |4.kvadrant|:cos(—45°)+j-sm(—45°)= / v A
2 2 / N
7 / |
T . V2 Tr .. (7 ardd i i
=CcoS| —— |+ j-sIn| —— [=coS| — |+ j-SIn| — |[=e l !
4 4 4 4 lllll . !1
: : . o : !
_3-J _B-pa-=3)) _3-j-9/-3_j _ \ y;
1+3; 10 10 10 AN
3 \ ﬂ':’/
0 3 37 j=r \\\ g
=—j=c0s270° + jsin270 —c057+]sm7 =e 2 R L

T . . T - . . - T T . (T 7 T T
a-b=|cos—+j-sin— || coOsS— + j-sin— |=cos| ——— |+ jsin| ——— | =cos—+ jsin—
[ 3 3)[ 4 4) (3 4) (3 4) 12 12
Y 2 11 Y
abhed 3. ’( 4j: ’[3 4)”:;12
a T - . . -7 T T .. (& T .. Irx
—=|cos—+j- s1n— cos—+ j-sin— |=cos| —+— |+ jsin| —+ — |=cos—+ jsin—
b 3 4 4 3 4 3 4 12 12
..1 1
(3+4jﬁ= pas

e

T . .7 r . . I« -Tr .. - T Tn =« . (7 Tr &
a-b-c=|cos=+j-sin— || coOs— + j-sin— || cOS— + jsin— |=cos| —+———= |+ jsin| —+——— | =
3 3 4 4 2 2 3 4 2 3 4 2

19 .. 19
=CcoS— 7+ jsin—rx
12

6) Najdéte goniometricky tvar komplexnich Cisel

a) —2 b) 5/ c) - d) 2-J

Reseni:

a) —2:2(c0s1800 +jsin180é):2(cos7z+jsin7r):2ej”



i
2

b) 5 =2(cos90" +jSin90°)=5(cos%+jsin%):5ej

) [1-jl=V1+1=+2

_z;
l—j=ﬁ(f—fj):‘cos¢>O,sin(p<O:>(p::45° :—% =2 (cos(~2) + jsin(-%)) = e 4!

2-j .3j+1:2+3—j+6i:_1(5+5j):_1_1j:‘ 11 T_2|_
3j—-1 3j+1 —9_1 10 2 2 2 2 2 2
.5
jor
:ﬁ(—ﬁ—jﬁj:ﬁ(cossﬂ+jsin57r):ﬁe 4
2 2 2 2 4 4 2
7) Najdéte algebraicky tvar komplexnich ¢isel
100
V4 . . T \/5 1 .
a) 2(cos6+]sm6) b) (z—zjj .
ReSeni:
VA AT NS . .
a) 2(cos6+]s1n6)—2(2+]2)—\/§+]
b)
100 100
31 .y 100 .o 100 100 50 48 2
(\/2_—21') :(cos(’gj+]sm(’éj) :cos[—Tnj+]s1n(—?;zj: A= A=At )=
1.\

2 .. 2 _ 2 o (L2 N1
cos(—37r—167z)+]s1n(—372—167r)—cos( 37z)+]sm( 377) S

8) Vypotitejte z,-z,, —L je-li
2y

iy 1 iy
a) z, :6(cos72[+]sm727), z, =3(cos’6r+]sm76[) b)

Z, =\/§+j, z, :6(cos73[+jsin§)
Reseni:
a)

_6 T, o), s (7, ) _ 2 (2 ) L 1.\ \/_
2z, = 3| cos —+g + jsin §+E =2(cos 37 + jsin 37 =2 —StJ/5 =-14+ /3

2

z . . 1.3 .
—1=18(c0s[’;—Zj+js1n(72r—Zj)zlS(cosZ+]sm73[):18(2+j“/2—j:9(1+j\/§)

Z

b) \/§+j =2(f+j;)=2(cos7g+jsin”)

6



Z, 2, =2(c0s767+jsin76r)-6(cos73r+jsin 3)—12(cos+]sm )—12(O+])—12]

2 cos{- 2] jsnf %)) =Jadoarant = (1 )= 1- 745)

Zy

9) V oboru komplexnich ¢isel feste rovnice

a) z' =1 b) z*+1=0 0) Z3=é d) 2 =—64
22 —8i=0

Reseni:
a)

z* =1=cos(2km) + jsin(2kr)

z:cos(kﬂj+]s1n(k j k=0,1,23
2 2

k=0:z,=cos0+ jsin0=1

k=1: z, =cosZ +]sm5—z
z=xl v z=1j

k=2:z,=cosz+ jsinz=-1

3 .3 .
k=3: z =Cos_ 7+ jsin 7z =i

b)
' +1=0 & z'=-1=cos(z+2kn)+ jsin(z+2krx)=

(+45)
)=e4 k=01,23

/(4207

N

T T . . T
Z—cos(Z+k5)+]sm(Z+k

[\S]

k=0: zozcos£+jsinf:£+£j
4 4”2 "2
k:I:zlzcos31+jsin3i:—£+ij Z:+£+£'
4 4 2 2 Tt Jj
57 5 22
k=2: zz—c05—+151n7”——7—7j
k=3: z3—cos7—+]s1n7—”:£—£j
4 4" 2 2
c)
z’ = % =L (cos(2km)+ jsin(2kr))
1 2kx 2k
z= E(COST+]SIHT)’ k=0,1,2
Zy = 5 (osO+]smO)—f
! _1 1 B Y_ 1 B
7=y (cos+]sm3)—2( 2+2]j_ —+ Xy
1 1B ) 1 B
z, = (COS—+]SIHT) 2( 2—21)_ T
1 1, .3
z=— Vv z=——%j—
2 4 4




d)
z° =— 64(cos(7 + 2kx) + jsin(x + 2k))

= 2(cos(Z+kZ)+jsin(Z+kZ)), k=0,1,2,3.4.5

k=0: z, :2(c0s76[+jsin76[):2(\/§+11) B+

2 2
k=1: z = 2(cosE+]sm ) 2j

3+

2

k=2: z =2(coss7r+jsin57r)=2(_"/§+lj)
6 6 2
N

k=3: 2(cosZﬂ+]sm77z) 2(—2 ;jj:—»\/g—j
k=4: 2(COS§7T+]SII’1 7[) -2
k=5: :2(005—7z+]s1n16]7r) 2(\/25—;1-):\5_]'

z=12j v z=1+J3%;

e)
2-8j=0 o 2 =8j:8-(cos(’2f+2kn)+jsin(’2f+2k;z))

T 2kr .. 2k
z—2-(cos(6+3)+]sm(6+3)), k=0,1,2

. T, AN N
Zy=2 (cosg+]smg)—2 (2+2Jj

z :2-(coss6ﬁ+jsin5”):2-(—\/§+1jj

6

zZ, :2-(c0s37”+jsin37”):2-—j:—2j

z==2j] v z=%J3+

10) V Gaussoveé komplexni rovin€ nakreslete mnozinu Cisel, pro ktera plati

a)|z—j=3 b)|z-2+3j<2 ¢) |z+2|=1



Reseni:

a)

z=jF3 & [x+py-jRF3 o [x+j-DRF3e

<:>w/x2+(y—1)2:3 & ¥ +(y-1)7=9

b) . 1 0 1 2 3

|z-2+43jk2 & |x-2+(y+3)jk2 ;

o JE-D +(+1) <2 o (-2 +(y+1)P <4 N .

z—(2—=30) <2

_4d

c)

1242|121 & |x+2+y]21 & Jx+2)7 +y° >1 ).

&S (x+2 +y* 21 242> 1

|
)
L



