KuZelosecky

jsou rovinné ktivky, které dostaly spole¢ny nazev proto, ze vzniknou jako tez kuzele rovinou

— podle toho, jaky ma tato rovina sklon vzhledem k ose resp. k povrchové piimce kuzelu,
dostaneme

a) parabolu — rovina je rovnobézna s povrchovou ptimkou (kterd prochézi vrcholem
kuzelu),

b) elipsu — rovina svird s osou kuZelu uhel ¢ (0, %) ,
b) kruznici — rovina je kolma na osu kuzelu (¢) = %),

d) hyperbolu — rovina je rovnobézna s osou kuzelu (go = 0)
viz obrazek

Kuzelosecky jsou rovinné kiivky, které jsou popsany rovnicemi, v nichz proménné x a y
mohou vystupovat ve druhé mocning, tedy rovnicemi tvaru

ax’ + by’ +cxy +dx+ey + f =0; my budeme vySetfovat takové kuzelosecky, v jejichz
rovnicich je koeficient u smiSeného ¢lenu Xy roven nule.

Kruznice

Pfipomenime si, ze kruznice k se sttedem S a polomérem 7 je mnozina vSech bodl v roving,
které maji od bodu S vzdalenost r, tedy je-li S = [m,n], plati pro X = [x, y] ck:
|X—S| =7, neboli

Ja=m) +(y=m) =r & (x=m) +(y-m) =r".
Odtud mizeme odvodit dalsi tvar rovnice kruznice:

()c—m)er(y—m)zzr2 & X =2mx+mr 4y -2my+nt-r’=0 <

S X +y 2mx2ny+m+nt -1 & ax’+ay  +oex+dy+e=0-

koeficienty u x’a y2 Jsou stejné.



Elipsa je kiivka, jejiz kazdy bod ma od dvou pevné zvolenych bodu E, F, které nazyvame
ohniska, stale stejny soucet vzdalenosti. Plati-li E = [—e, O], F= [e,O], tedy ohniska lezi
na ose oy symetricky vzhledem k pocatku soufadnic,

plati pro kazdy bod X na elipse |X - E| + |X - F| =2a, tedy

\/(x+e)2 +y° +\/(x—e)2 +y° =2a.

Odtud po uprave (dvoji umocnéni) vyjde (a2 —é’ )x2 +a’ y2 =a’ (a2 — ez) a oznacime-li

2 2
[ X . :
b=+a’*-¢&*, dostavame b°x* + azy2 =a’h’ < — + Z— =1 - rovnice elipsy se
a

sttedem v pocatku.
Elipsa obsahuje dva hlavni vrcholy A a B a dva vedlejsi

vrcholy C a D. Stied elipsy, na obrazku bod S, lezi ve stfedu
usecky EF, tedy mezi ohnisky.
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Ptimka, ktera prochazi hlavnimi vrcholy (a také ohnisky), se

nazyva hlavni osa elipsy, piimka, ktera prochazi vedlej$imi
vrcholy, se nazyva vedlejsi osa elipsy.

Usecka, ktera spojuje libovolny hlavni vrchol a stfed elipsy,
se nazyva hlavni poloosa. Na obrazku se jednd o

Usecky A4S a BS. ¢
Usecka, ktera spojuje libovolny vedlejsi vrchol a stied elipsy, se nazyva vedlejsi poloosa. Na
obrazku se jedna o usecky CS a DS.

Je-li stied elipsy v bodé S =[m,n] a osy jsou rovnob&zné se soutadnymi osami, mé rovnice

(x-m)’ (y-n)
a’ b’

elipsy tvar =1 a po Gpravé (a vhodném oznaceni)

ax’ + by2 +cex+dy+e=0 — koeficienty u x*a yzmajl’ stejné znaménko.

w7 v ;s v e e .y 2 2
V piipadé a =b = r dostavame kruZnici s rovnici x* + y* =r’resp. (x—m) +(y—n) =r’.

Hyperbola je mnozina vSech bodli v roviné, které maji tu vlastnost, Ze absolutni hodnota
rozdilu jejich vzdalenosti od dvou danych boda E, F (ohnisek hyperboly) se rovna kladné
konstanté, kterd je mensi nez vzdalenost téchto danych bodd.

Plati-li £ = [—e, 0] = [e, 0], tedy ohniska leZi na ose or symetricky vzhledem k pocatku
soufadnic,
plati pro kazdy bod X na elipse ||X — E| — |X — F” =2a, tedy

‘\/(x rof 40t —yf(x—e) 47
oznadeni b =+ e’ —a?*) dostaneme

= 2aa po analogické pravé jako v piipadg elipsy (pfi




2 2
X .
bx*+a’y =—-a’h® & — - % =1 - stiedova rovnice hyperboly.
a

Hyperbola je kuzelosecka, pro jejiz kazdy bod plati, Ze absolutni hodnota rozdilu vzdalenosti
od dvou pevné danych bodu E, F) je vzdy stejna - je rovna kladné konstanté, ktera je mensi
nez vzdalenost téchto danych bodu.

Bodim F a F» se tiké ohniska.

Bod S se nazyva sti‘ed hyperboly a nachazi se ve stiedu usecky FiF>.
Ptimka F'1F> se nazyva hlavni osa hyperboly. Kolmice k této ose v bod¢ S se nazyva vedlejsi osa
hyperboly.

Pruseciky hyperboly s hlavni osou se nazyvaji vrcholy hyperboly, na obrazku vpravo to jsou
body 4 a B.

Usecky A4S a BS se nazyvaji hlavni poloosy hyperboly. Jejich délku zna¢ime a.

Délku vedlejsi poloosy hyperboly znacime b.

Vzdalenost ohniska od stfedu se nazyvé excentricita, zna¢ime ji e. Plati vztah e =+/a* +b° .
Ptimky a1, a2, prochézejici sttedem hyperboly — prodlouzené thlopticky obdélniku vytvoteného
pomoci poloos — viz obrazek — jsou asymptoty hyperboly.

Plati-li E = [—e, 0] ,F = [e, 0], tedy ohniska leZi na ose o, symetricky vzhledem k pocatku
soufadnic,
plati pro kazdy bod X na elipse ||X — E| — |X — F” =2a, tedy

- .
‘\/(x + 8)2 + y2 - \/(x — e) + y2 ‘ = 2a a po analogické pravé jako v pfipadé elipsy (pfi

oznadeni b =+ e —a*) dostaneme
2

2
X

bx*+a’y =-a’h® < — = % =1 — stfedova rovnice hyperboly.
a



Asymptoty hyperboly se sttedem v bod& § = [O, O] (,,te¢ny v nekoneénu*‘) maji rovnice
b
=+_".x
y a
Jestlize stfed nelezi v po¢atku soufadnic, ale v bod& S = [m, n], bude mit rovnice tvar

(x=m)' _(y=n) (c=m) (v

- =] event. —
a’ b? a’ b’

=1la po tpravé (a vhodném

oznaeni) ax” —by’ +cx+dy+e=0 — koeficienty u x> a y’maji opacné znaménko.

Ma-1i hyperbola stied S = [m, n], maji jeji asymptoty rovnice (y —n) = +50. (x—m).
a

Parabola je kiivka, jejiz body maji od dané piimky p (fidici pfimky) a od daného bodu F,
ktery na té pfimce nelezi, konstantni vzdalenost.
Bod F se nazyva ohnisko paraboly.
Ptimka d se nazyva Fidici pfimka paraboly.

Ptimka F'D se nazyva osa paraboly, je kolma
k fidici pfimce a prochazi ohniskem.

Bod V' se nazyva vrchol paraboly a nachazi se ve
stiedu usecky FD.

Délku usecky FD nazyvame parametrem paraboly.
Jedna se o vzdalenost ohniska od fidici pfimky.

Rovnice paraboly

Umistime-li fidici pfimku a ohnisko paraboly v soufadném systému tak, Ze plati

X= —g, p>0,4.2x+p=0,F = [5;0} , ma podle definice paraboly platit pro kazdy

jejibod X =[x, ] vztah

2 ? 2
|2x+0y+p|:\/(x_p) +(y—0)2 - (2x:p) :(x_zzo) 12 o P =2px

- to je rovnice paraboly s vrcholem V' = [0, O], osou symetrie v ose oy a oteviené doprava.

Analogicky odvodime rovnici paraboly se stejnym vrcholem i osou, ale oteviené doleva ve

tvaru y2 = —2 px, event. rovnice parabol s vrcholem v po&atku oteviené nahoru resp. dolii

ve tvaru X° = 2py resp. X’ =—2py .

V obecné poloze je rovnice kuzelosecky rovnici paraboly, jestlize v ni druhd mocnina nékteré

proménné nevystupuje, tedy tvaru ax” +cx +dy +e =0 resp. by’ +cx+dy +e=0.



U paraboly rozliSujeme celkem ctyfi rizné piipady. Jak je orientovana osa paraboly, tj. jestli
je osa svisla (rovnob€zna s osou y), jako na obrazku, nebo jestli je osa vodorovna
(rovnobé€zna s osou ox). Déle pak rozliSujeme ptipad, kdy je parabola oteviend nahoru nebo

dolit a nalevo nebo napravo. Necht' ma parabola vrchol V' =[m,n] .

1) Parabola mé osu rovnobéznou s osou o, a je oteviend nahoru. Potom ma rovnici:
2

(x—m)Z:Zp(y—n) & y—nzﬁ(x—n)
a ohnisko ma soufadnice F = [m, n+ g}

2) Parabola mé osu rovnobéznou s osou o, a je oteviena dolt.

Potom mé rovnici: Vim,n]

(x—m)2 :—2p(y—n) — y—n:—i(x—n)2

a ohnisko ma soufadnice F = [m, n4+ g} .

d
3) Parabola ma osu rovnobé&znou s osou oy a je oteviena doprava.

Potom ma rovnici (y — n)2 = 2p(x - m)

Vimn| a ohnisko ma soufadnice F = [m + g,n]

4) Parabola mé osu rovnob&znou s osou oy a je oteviena doleva.

, .. 2
Potom mé rovnici (y—n)" =-2p(x—m)
. . F. W[m,n]
a ohnisko ma soufadnice F = [m — g, n}

V ptipadech 1) a 2) je parabola grafem kvadratické funkce, v ptipadech 3) a 4) se nejednd o
grafy funkci.

Pozndamka — navod:
Pti vySetfovani kuzelosecek se ¢asto vyskytuje tzv. aprava na uplny étverec — Gprava vyrazii
s druhymi mocninami, pomoci které se zbavujeme prvnich mocnin neznamé, naptiklad:

X2+ 2x=x*4+2x+1-1=(x+1)?%-1

9x2 — 18x — 4y%? — 16y = 9(x? — 2x) — 4(y? + 4y)
= 9[(x—1)2—1] —4[(y +2)? — 4] = 9(x — 1)2 — 9 — 4(y + 2) + 16

neboli  x?+ax = (x + %)2 - (%)2




Resené piiklady
1) Najdéte rovnici kruznice, jestlize
a) § = [4,—5] a kruznice prochazi bodem A4 = [6,—1]
b) body A= [5,4], B= [—3,—2] tvoti jeji pramér
¢) se dotyka osy o, v po¢atku soutadného systému a protind osu ox v bodé A = [—8, 0]
d) se dotyka obou soutadnych os a prochazi bodem M = [2, 4]
e) prochazi body A4=[3,-2], B=[2,-9],C=[9,-2]
f) je opsana trojhelniku o vrcholech 4 =[1,-1], B=[7,7], C =[11,-1]
g) prochazi body A = [2,5], B= [3,2] a jeji stied lezi na ose oy

Reseni:

a) § = [4,—5] a kruznice prochazi bodem A = [6,—1]
12 = (6—4) +(=5+1)* =20
k: (x—=4)+(y+5) =20 x> +)" —8x+10y+21=0

b) body A= [5,4], B= [—3,—2] tvoti jeji primér
1
:§(A+B) :[5—3,4—2]:[1,1]
r:d(A,S),r2 =5-1)*+4-1)*=25
(x=1)’+(y-1)’=25x"+y"-2x-2y-23=0

c) se dotyka osy o, v poc¢atku soufadného systému a protind osu o, v bodé¢ A = [—8,0]

S=[-4,0], r=4, (x+4’+)y'=16=x"+y" +8x=0

d) se dotyk4 obou soufadnych os a prochazi bodem M = [2, 4] i

k: (x—a)2+(y—b)2:r2, podle zadani M €k, a=b=r > 10
(2-a) +(4-a) =d® & @ -12a+20=0=(a-10)(a-2) d
(x=2) +(y-2) =4 v (x-10)"+(y-10)" =100

3747678 T 12 s 16 13
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e) prochazi body 4=[3,-2], B=[2,-9],C=[9,-2]

ki X¥*+y +ex+dy+e=0

Aek: 94+4+3c-2d+e=0 (rs—1) 72+6c=0 c=-12
Bek: 4+81+2c-9d+e=0 (5n) § Te+7d=0 d=12
Cek: 8144+9c-2d+e=0 A e=47

k: x*+)y"—12x+12y+47=0

f) je opsana trojuhelniku o vrcholech 4 =[1,-1], B=[7,7], C =[11,-1].

ki X¥’+y +cex+dy+e=0

Aek: 2+c—d+e=0 (rs—1) 120+10c=0 c¢=-12
Bek: 98+7c+7d+e=0 (5-12) 24+4c-8d=0 d=-3
Cek: 122+11lc—d+e=0 g e=7

k: xX*+y"—12x-3y+7=0

g) prochazi body A = [2,5], B= [3,2] a jeji stied lezi na ose oy
ki x¥*+y +dy+e=0
Aek: 29+5d+e=0} H-r,

16+3d =0

Bek: 13+2d+e=0 =

k: x*+y°-12x-3y+7=0

2) Strany trojuhelniku maji rovnice x+7y—-56=0,x -3y +14=0,2x—-y+8=0.
Mame najit rovnici kruznice opsané tomuto trojuhelniku.

Reseni:
Najdeme vrcholy — priseciky stran:
x+7y—-56=0
+ 10y-70=0 y=7,x=7
x—=3y+14=0
x+7y-56=0 x+14x+56-56=0 x=0

2x—y+8=0 y=2x+8 y=28



x—=3y+14=0 x—6x—-24+14=0 x=-2
2x-y+8=0 y=2x+8 y=4

Vrcholy: A= [7,7], B= [0,8], C= [—294]

ki x¥*+y +ex+dy+e=0
Aek: 96+T7c+7d+e=0
Bek: 64 +8d+e=0 c=-6,d=-8,e=0
Cek: 20-2c+4d+e=0

k: x2+y2—6x—8y=0 = (x—3)2+(y—4)2=25

3) Méame najit rovnici ptimky prochdzejici priseciky kruznic
X+ +6x+2y—15=0ax’+)y" —4x+8y+11=0

a urcit tyto pruseciky.

Reseni:

X'+ +6x+2y—15=0

— 10x-6y-26=0<5x-3y—-13=0
x4+ —4x+8y+11=0

praseciky:
X+ +6x+2y—15=0 [2 _1][_11 92}
5x-3y—-13=0 ’ 17717

X'+ )" —4x+8y+11=0 B _1][_11 92}
5x-3y—13=0 ’ 17717

4) Mame urcit polohu bodit 4=[1,-3], B= [1, 4], C= [—3, 5] vzhledem k elipse
25x +9y* =450.

Reseni:
25x° +9y° =25+81=106<450 A =[1,-3]je uvnitf elipsy
x=1,y=-3
25x* +9y° =25+16-9=176 <450 B =[1,4] je uvnitf elipsy
x=1,y=4
25x° +9y° . 25-949.25=450 C =[-3,5] lefi na elipse
x==3,y=5

5) Najdeme rovnici elipsy s osami rovnobéznymi se souradnymi osami, jestlize se dotyka osy
oxvbodé A=[-4,0] aosyo,vbodé¢ B=[0,5].



Reseni:

S=[-4,5], a=4,b=5

2 2
(447 =5
16 25

6) Mame ovérit, ze nasledujici kuzelosecky jsou elipsy a urcit jejich stied a délku poloos.
a) x’+4 y2 =4
b) 2x>+9y° =1
) 3x*+4y*-12=0
d) 25x* +100x+16y> —=300=0
e) X +16)° —16x-32y+64=0

Reseni:
2
a) X' +4y"=4 o T4y?=1 5=[00La=2b=1

2 ﬁb—

D 2x°+9)" =1 & T+2 =1 5=[00], a="

W

¢) 3 +4y°-12=0 & T4
d) 25x* +100x+16y> —=300=0 & 25(x% + 4x) + 16y% = 300
x2+4x=(x%?+4x+4)—4=(x+2)2-4

25(x2 + 4x) + 16y% = 300 < 25(x +2)% — 100 + 16y2 = 300 <
y

2 2 2 2
5@tz IOV g o W,V g §=1[-20], a=4 b=5
400 400 16 25

e) x2+16y2—16x—32y+64=0 e (x2-16x)+16(y2-2)+64=0 <
[(x—8)2—64]+16[(y—1)2—1]+64=0 & (x—8)2+16(y—1)2%=16

—8)2  (y-1)
8 O D 1 §=[81], a=4, b=1.
16 1



7) Kuzelosetka ma rovnici 9x° —4y” —18x -8y —-31=0.
Mame urc€it jeji druh, stfed, délky poloos a je-li to hyperbola, tak rovnice
asymptot.

Reseni:

9x’ —4y’ —18x—8y-31=0 < 9(x"-2x)-4(y"+2y)-31=0 <

S 9((x-17-1)-4((r+1’-1)=31 < 9x-1’-4(y+1)’ =36

— 2 2
@(x41) _(y;l) =1 hyperbola S=[1,—1], a=2,b=3

| w

Asymptoty maji rovnice y+1==2". (x — 1) neboli
3x-=2y-5=0a3x+2y-1=0.

8) Méme najit rovnici hyperboly, ktera prochdzi bodem A =[-1,5] a ma vrcholy
Vi=10,2], ¥, =[8,2]

Reseni:

g

S=[4,2], a=4,b="
_ 2 _ 2 1 2 _ 2
4 OO e 6D
———————— 25 9 9 9
=

1] &

= b'=16

= s — =
16 b’ 16 b’

(=4 (-2 _,
16 16

rovnice hyperboly :

—_———— e ——— =

9) Mame ov¢éfit, ze nasledujici kuzelosecky jsou hyperboly a urcit jejich stted, délku poloos,
vrcholy a rovnice asymptot.

a) 2x* -3y’ =24
b) x* —9y> +4x-5=0
¢) 9x’ —4y° —18x-8y—31=0
Reseni:
x2 2 E
2

a) 2x’ -3y’ =24 © T -=1 S=[00], age=2V3, bm=2V2 y=1

X

G42)”

2 _
9 y =1

b) X -9y’ +4x-5=0 © (x+2)?-4-9’=5 o
S=1[-20], age=3, bm =1, y =+ (x+2)



¢) 9x* -4y’ —18x-8y-31=0 & 9(x* —2x) —4(y*+2y)—31=0
Ix—1)2—1]—4[(y +1D?+4]-31=0 & 9(x—1)2—-9—4(y+1)%+4 =31

(x—l)z_(y+1)2_1
4 9

S=1[1,-1], age =2, bjy =3, y+1=+-(x—-1)

(x—1)%2-4(y+1)?*=36 &

Wl N

10) Méame najit rovnici paraboly, ktera ma vrchol
v pocatku a prochazi body A4=[8,3], B=[-8,3]

Reseni:

Rovnice paraboly y=k-x*,

3
8,3]€{(x, =k-x*!=3=k-64 k=" =
8,31 {(x, )|y =k-»| >
3x* =64y =0

11) Mame najit rovnici paraboly, kterd ma vrchol ' =[8,5],
0sa je rovnob&zna s 0sou ox a ma parametr p =4.

Reseni:
Rovnice paraboly (y—n)’ =+2p-(x—n)
(y-5)' =£8(x-8)

12) NapiSeme rovnici paraboly, kterd mé vrchol v bodé V' = [—1, —1] , prochazi bodem
A= [3,2] a jeji 0sa je rovnob&Zna s 0sou oy.

Reseni:

(y—n) =k(x—m) p:(y+1)’=k(x+1)

32]lep 9=k-4=k="

Ay +1)7 =9(x+1)




13) NapiSeme rovnici paraboly, kterda ma vrchol v bodé V' = [—10,0], je symetricka podle

0sy oy a vytind na ose o, useCku délky 18.

Reseni:
(y—n)2 =k(x—m) p:y2 =k(x+10)
[O,9]ep 81=10-%

=20 (x+10)

14) Méame najit rovnici piimky prochdzejici priseciky
paraboly y* =18x a kruznice x* +)* +12x—64=0.

Reseni:

y* =18x

X+ +12x-64=0
S x’+30x-64=0< (x+32)(x—2)=0

x =-32 nevwhovuje, x=2=y’=36=y=16

}:x2+18x+12x—64=0<:>

hledand primka: x=2

15) Méame najit prise¢iky ptimky p:x+y—7=0 a paraboly y* =2(x—3).
Reseni:

x+y-7=0 A y*=2(x-3)

x=7-y  y'=2(-y-3)

Y’ +2y-8=0 (y+4)(y-2)=0

y=2 = x=7-2=5 y=—4 = x=7+4=11

Priseciky [5,2], [11,—4]

16) Mame ovéfit, ze nasledujici kuzelosecky jsou paraboly a najit jejich vrchol a osu.

a) X’ =2x-5y+6=0 b) ' —2y-3x-5=0

Reseni:
a) X’ —=2x-5y+6=0 © (x-1)?-1-5y+6=0 & (x-1D*=5@-1)
osa x =1, V =[1,1], otevifena nahoru

b) »*-2y-3x-5=0 © (¥-1)?*-1-3x-5=0 & (y+2)*=3x+2)
osa y=-2,V =[-2,—2] otevienadoprava



17) V nésleduyjicich ptikladech méme urcit druh kuzelosecky. Jestlize se jedné o parabolu,
najit jeji osu a vrchol, je-li to elipsa, jeji stted a poloosy, v ptipad¢ hyperboly stied, poloosy a
asymptoty.

2 2
a) 3x +4y° —12=0 %+%:1 elipsa S=[0,0],a=2,b=+3
b) 25x> +100x +16y> —300=0
25((x+2)" —4)+16y* =300=0
25(x+2)° + 16y2 =400
(x+2)
16 25
¢) 9x” —25y°—-50y-250=0
x> —=25(y° =2y)-250=0
9x” —25((y—1)* -1)-250=0
9x> —25(y—1)*> +25-250=0
9x* —25(y —1)* =225
2

elipsa S = [—2,0], a=4,b=5

= _O-bh ) hyperbola S = [0,1] a=5re,b=3im
25 9
asymptoty y—1= %
d) 4x*-2y*=2 xT—yzzl hyperbola S:[0,0] a:?re b=1im
2

asymptoty y= ix\/z

2

¢) 6x%+36)> =36 %+y2=1 elipsa §=[0,0] a=+6 b=1

f) y2—2x+5=0 y2=2(x—§) parabola, osa y =0, V:B,OJ

g) x* -3y’ —4x=0

(x—2)°

2
(x—2)*—3y* =4 _yT:I hyperbola S:[zao] a=2re b:2;/§im
3

asymptoty  y = i\/f (x—2)
2

2
h)y 9x*-16)* =144 %_%=1 hyperbola S =[0,0] a=4re b=3im

asymptoty y= %



i) X’ =y’ —16x—-14y+1=0
(x—8)’ —64—((y+7)" —49)+1=0
(x=8)’-(y+7)Y =14

2 2
(x 148) — 8 ;_47) =1 hyperbola S =[8,-7] a= Jldre b=\14im

asymptoty y+7=2(x—-38)

i 9y° —25x* —50x—250=0
9y* —25(x* +2x)—250=0
9y* —25(x+1)> +25-250=0
9y —25(x+1)* =225

2 2
yo_(x+D .
- - =1 hyperbola S =|-1,0 a=3im b=5re
25 9 ” -0

asymptoty y:ig(x+1)



