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Uvod

Dostali jste do rukou sbirku prikladi k prednasce Matematika 1. Tato sbirka je doplnénim
textu Fuchs, Krupkova: Matematika 1. Navazuje na teoreticky vyklad latky z této
knihy a doplnuje ptiklady k procviceni. Je zde fada prikladii fesenych detailné, u dalsich
jsou uvedené vysledky, pripadné rady a navody. Zaroven jsem se ale snazila uvést do této
sbirky vSechny dtlezité vzorce, které pti feseni prikladi vyuzivam, abyste po prostudo-
vani prislusnych kapitol z knihy Matematika 1 mohli sbirku pouzivat i samostatné.

Kapitoly jsou navrzeny tak, aby obsahovaly latku, ktera spolu tizce souvisi, a je mozné je
pochopit a nastudovat najednou jako celek.

K zvladnuti Matematiky 1 budete potfebovat znalosti ze stfedoskolské matematiky. Tato
sbirka byla napsana prave pro studenty, ktefi maji slabsi zaklady ze stfedni skoly a proto
nestaci rychlému tempu v jakém probihd vyuka matematiky na nasi fakulté. Priklady
procviceni probiranych témat. Pro doplnéni stfedoskolské matematiky doporucuji elek-
tronické texty Kolarova: Matematicky seminaf pristupné v IS.

Chtéla bych podékovat svému kolegovi RNDr. Petru Fuchsovi Ph.D. za jeho rady a pod-
poru prii psani této sbirky.

Edita Kolarova Brno, 2010
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LINEARNI ALGEBRA

1 Maticovy pocet

1.1 Poditani s maticemi

Matice A typu m x n — soubor m X n ¢isel usporadanych do m radki a n sloupct:

11 QA2 -0 Qi ot Alip
G21 Q22 -+ Qg5 -+ Q2n

A=
Am1 Am2 = Qmj - Qmp

Prvek a;; — prvek matice A, ktery se nachdzi v i-tém radku a j-tém sloupci.
Prvek a;; — diagonalni prvek, nachazi se v i-tém rfadku a i-tém sloupci matice A.

Ctvercova matice — matice, kterd ma stejny pocet fadki jako sloupctL.

Nékteré ¢tvercové matice maji specialni tvar:

ag; 0 -+ 0
0 ag 0 . o .
A= i ] ) — diagonalni matice
0 0 A,
a1; Q12 - Qim
0 axp -+ axn . - . , .
A= ) ] ] — horni trojahelnikova matice
0 0 Ay,
1 0 - 0
O 1 e 0 . , .
E = ) ) — jednotkova matice



4 Fakulta elektrotechniky a komunikacnich technologii VUT v Brné

K matici A = (a;;)", typu m x n definujeme tzv. transponovanou matici A” = B typu
nxm, kde bij = Qjj, 1= 172, N, j = 1,2, ., M.

Matici A = (a;;)7, typu m x n mtzeme vynasobit ¢islem a € R. Dostaneme znovu matici
typum xn:B=aA, kde b =a-a;, i=1,2,...m, j=12...n.

Dvé matice A = (a;;)r, a B = (b;;)1, stejného typu m x n mtzeme secist. Vyslednd ma-
tice C = A+B bude znovu matici typu mxn a ¢;; = a;;+b;;, i = 1,2,....m, 7 =1,2,...,n.

Matici A = (a;;)?, typu m x p mizeme vynasobit matici B = (bz-j);‘ typu p x n. Vysledna
matice C = A - B bude matici typu m x n, kde

P
Cij = apnbij + aigbgj + - - + apby; = Zaikbkj-> i=12..,m, g=12,.,n
k=1

Prvek ¢;; dostaneme jako skaldrni soucin i-tého fadku matice A a j-tého sloupce matice B.

Priklad 1.1.1. Vypocitejte matici J=A+B a H=3-A — % -B, kde

0 -2 3 4 -2 2
a)A_(—él -1 0)’ B‘(—? 2 0)’

1 -2 3 —4 2 g:g_g_j_g

by A=(1 2 -1 0 -1], B=
5 3 1 1 4 3 1 5 1 =2
6 7 0 9 2

Reseni:

a) Matice A i B jsou typu 2 X 3 a proto je muZzeme secist.
J - 0+4 —2—-2 342 B 4 —4 5
N —4-7 —-14+2 0+0 N -1 1 0 )”
H — 0 =6 9\ 2 -1 1Y)\ -2 -5 8
-\ -12 =30 -z 10) \ -4 —40)

b) Matice A je typu 3 x 5 a B je matice typu 4 x 5, tehdy se nedaji secist a
proto neexistuje matice J = A +B ani H=3- A — % -B.

Piiklad 1.1.2. Vypocitejte matice M= A + AT a N=A — AT, kde

5 -2 6
o) A= -3 5 3|, b)A:(é_; _?)
1 -2 -5
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ReSeni: a) Matice A je &tvercova a proto A i matice AT jsou stejného typu
a tak je mizeme secist i odecist.

5 -2 6 5 =3 1 10 =5 7
M=A+AT=| -3 5 3|+ -2 5 -2 | = -5 10 1 ];
1 -2 -5 6 3 —5 7 1 —10
5 —2 6 5 =3 1 0 15
N=A-AT= -3 5 3|-|-2 5 -=2]=-1 025
1 -2 =5 6 3 —5 -5 =5 0

b) Matice A je typu 2 x 3, potom AT je matice typu 3 x 2, tehdy se nedaji
se¢ist a proto neexistuje matice M = A + AT ani N=A — AT,

Poznamka. Matice M = A+A7T pokud existuje, je takzvand symetrickd matice (M = M7)
a podobné N = A — AT je antisymetrickd matice (N = —N7).

Priklad 1.1.3. Vypocitejte matici X =3-A —4-E, kde

4 20
) A=|3 6 3 ,b)Az(_g_?)
215
Resen{: a)
4 20 1 00 8 2 0
X=3-A—-4-E =3 3 6 3 —4-1{ 010 =3 14 3
215 0 01 2 1 11

Priklad 1.1.4. Vypocitejte matici X = A — 2B, kde

10 2 0 510
A)A=[ 206 |, B=(10 3 ,‘@A:(i?),B—(%i)
12 4 4 6 2 2

Reseni: a) X je nulovd matice.

b) X je jednotkova matice typu 2 X 2.
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Priklad 1.1.5. Vypocitejte matici X = A - B, kde

1 3 0
a)A:(_?_é_;>, B=|(22 -2 |;
04 1
3 5 —1 2 -2 3 -1
b) A= 4 0 2], B= 5 01 8 |;
-6 -3 2 -2 21 -1
-20 3 0 3 _(2)2:‘31
c) A= 02 5 0 -51], B=
70 -1 -1 7 -5
70 2
Regent:

a) Matice A je typu typu 2 x 3 a B je typu typu 3 x 3 a proto existuje matice
X = A - B, ktera bude typu 2 x 3.

1 3 0
X—(_% _:1)) _;)* 2 2 =2 =
0 4 1
2-14+1-2—1-0 2:3+1-2—-1-4 2.0+1-(-2)—1-1
—-1-1-3-2+2-0 —-1-3-3-2+2-4 -1-0-3-(-2)+2-1

B 4 4 -3

S\ =7 -1 8 )
b) Matice A je typu typu 3 x 3 a B je typu typu 3 x 4 a proto existuje matice
X = A x B, ktera bude typu 3 x 4.

3 5 -1 2 -2 3 -1 33 -8 13 38
X = 4 0 2 |x 5 01 8 | = 4 -4 14 -6
-6 -3 2 -2 21 -1 =31 16 —19 -20

c) Matice A je typu 3 x 5 a B je matice typu 4 x 3, tzn. pocet sloupctt matice
A se nerovna pocti radkt matice B, tehdy se neda vypocitat A - B. V tomto

pripadé by bylo mozné vypocitat souc¢in B - A a byla by to matice typu 4 x 5.

Priklad 1.1.6. Vypocitejte matice X =A-BaY =B-A, kde

13
A:(_g _fi) a B=| 4 —2
2 1
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Reseni: Matice A je typu typu 2 x 3, B je typu typu 3 x 2 a proto existuje
matice X = A - B, ktera bude typu 2 x 2 a také matice Y = B- A, ktera bude
typu 3 x 3.

-1 3
3 =5 1 —21 20
(201 )-Can)
-2 14 - 10 10
-1 3 -9 8 11
Y = 4 -2 <_§ _i’i): 16 —22 —4
2 1 4 -9 6

Poznamka. Nasobeni matic neni komutativni operace — obecné A - B # B - A.

4 1

Reseni: Matice X a i matice Y existuji a budou to matice typu 2 x 2.
a2 (93N (5 3\ _ (37 18
X = A= ( 4 1 4 1) \ 24 13 )
A AT _ (D53 (5 4\ _[34 23
Y = A-AT= < 4 1 3 1) 23 17 )°

Ptiklad 1.1.8. Vypocitejte matice X = (A +B)? a Y = A2 +2-A-B+B? kde

(1) (1)

2 4
13

cewem (20)(21)-(22),
() () () ()
(_; j)(t _i)):(_? 1g)+2-<_é j)*
() =(Set shisd)= (0 %)

Priklad 1.1.9. Vypocitejte matici X = A -B, kde

Piiklad 1.1.7. Vypocitejte matice X = A2 a Y = A- AT, kde A = ( o3 ) .

RegSeni: A+ B = < ) . Potom

1 2 1 2 0
A= 4 8 4 a B= 1 -1
-1 -2 -1 —4

Reseni: X = A - B je nulova matice typu 3 x 2.
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1.2 Ekvivalentni Gapravy matic, hodnost matice

Ekvivalentni iprava nebo také elementarni transformace matice — jedna z né-
sledujicich tti tprav:
1. zdména dvou tadku (sloupcil) matice,
2. vynasobeni jednoho fadku (sloupce) nenulovym ¢islem,
3. pfipoéteni jednoho fadku (sloupce) jinému.

Ekvivalentni matice — dvé matice A a B stejného typu, kde matice A se da upravit
pomoci elementarnich transformaci na matici B. PiSeme A ~ B.

Hodnost matice — pocet linearné nezavislych fadki (sloupcit) v matici. Zna¢ime hod(A).

Poznamka. Pokud plati, ze A ~ B, potom hod(A) = hod(B). Z toho plyne velice jedno-
duchd metoda na po¢itani hodnosti matic. Kdyz chceme pocitat hod(A), tak tuto matici
pomoci fadkovych ekvivalentnich Gprav upravime na trojuhelnikovou matici B. Je jasné,
ze pocet linearné nezavislych fadkt v matici B se rovna poc¢tu nenulovych fadka této
matice. Tim ziskame i hod(A).

Poznamka. Plati, Ze hod(A) = hod(A"). Znamena to, Ze je jedno, jestli p¥i pocitani
hodnosti pouzivame ekvivalentni fadkové upravy, anebo sloupcové tpravy.

Priklad 1.2.1. Vypocitejte hodnosti ndsledujicich matic:

2 3 -1 2 3 3 0 2 2
a) A=1 1 4 ],b)B=| -6 4],¢c)C=| -6 42 24 54
0 -3 4 4 0 21 =21 0 -15

Refenf:  a) Upravovat za¢indme v levym hornfm rohu matice A. Budeme

provadét nasledujici ekvivalentni radkové tpravy:

1. Zaménime prvni a druhy fadek v matici A. Tim ziskdme jednicku v levym
hornim rohu.

2. Dvojnasobek prvniho radku odecteme od druhého fadku. Jinymi slovy k
druhému radku pri¢teme -2 nasobek prvniho fadku.

3. Po predchozi upravé je prvni fadek a prvni sloupec podle nasich predstav.
P1i dalsi Gpravé postupujeme, jako kdyby jsme chtéli upravit na trojihelnikovy
tvar matici typu 2 x 2, ktera by vznikla vynechanim prvniho fadku a prvniho
sloupce. Tato submatice uz ma v levym hornim rohu jednicku. Jako posledni
upravu trikrat druhy fadek pricteme k tretimu radku.

2 3 -1 1 1 4 1 1 4 11 4
1 1 4 |~12 3 -1|~10 1 -9]~01 =9
0 -3 4 0 -3 4 0 -3 4 0 0 -23

Dostali jsme trojihelnikovou matici. Spoé¢itame nenulové fadky: hod(A) = 3.



MATEMATIKA 1 - Sbirka tloh 9

b) 1. V matici B trojnasobek prvniho fadku pfi¢teme k druhému fadku a
zaroven dvojnasobek prvniho fadku odecteme od tretiho radku.

2. Druhy radek vydélime 13 a zaroven tieti radek vydélime -6.
3. Druhy tadek odecteme od tretiho radku.

2 3 2 3 2 3 2 3
64 |~[0 B|~]l01]~]|01 = hod(B) =2.
40 0 —6 0 1 00 -

c) 1. V matici C nejdiive dvojnésobek prvniho fadku pfi¢teme k druhému
rfadku a zaroven sedmnéasobek prvniho fadku odecteme od tretiho radku.

2. Zaménime druhy a treti radek.

3. Dvojnasobek druhého radku pricteme k tretimu rfadku.

3 0 2 2 3 0 2 2
—6 42 24 54 |~ | 0 42 28 58 | ~
21 =21 0 -—15 0 —21 —14 -29
3 0 2 2 3 0 2 2
~1 0 —21 -14 =29 | ~| 0O —21 —-14 -—-29 = hod(C) =2.
0 42 28 58 0 0 0 0
1 2 3
Priklad 1.2.2. Zjistéte hodnost matice A = | —1 3 2 | v zdvislosti na parametru p.
2 1 p

Reseni: 1. V matici A pri¢teme prvni fadek druhému fadku a zarovei dvoj-
nasobek prvniho radku odecteme od tietiho radku.

2. Druhy tadek vydélime péti.

3. Druhy radek pricteme k tretimu radku.

1 2 3 1 2 3 1 2 3 12 3
-1 3 2|~ 0 5 5 ~1 0 1 1 ~ 1 01 1
2 10p 0 -1 p—-3 0 -1 p—3 0 0 p—2

Pokud p —2 = 0 (p = 2) matice ma dvé nenulové fadky, jinak ma matice
nenulové fadky t¥i. Z toho plyne, ze pokud p =2 = hod(C) = 2 a v pfipadé,

kdy p#2 = hod(C) = 3.

Priklad 1.2.3. Vypocitejte hodnosti nasledugjicich matic:

1 34 3 -5 ;g_‘ll__lg

a) A= 2 -1 1 b) B= 6 2 c) C=
3 03 -2 3 L =3 2 7
2 1 -1 3

Refeni: a) hod(A) =2; b) hod(B) = 2; c) hod(C) = 3.
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1.3 Determinanty a inverzni matice

Determinant — realné cislo, které mtzeme k dané ¢tvercové matici jednoznacné urcit
nasledujicim zptisobem:
1. pro matici A = (aq1) typu 1 x 1 je det(A) = aqy,

2. pro matici A = ( @i 12 ) typu 2% 2 je det(A) = 110G92 — A12Q97,
a1 Q22

aix G2 13
3. pro matici A typu 3 x 3 je det(A) = | ag1 a9 ass | =
asy agz Gsg
= (a11a22a33 + 2132013 + A31Q12G23) — (A13G22a31 + A23G32Q11 + A33012021).
V tomto pripadé prvni dva fadky matice napiseme pod danou matici typu 3 x 3 a

pocitame souciny zleva shora dolu po diagonale s plusem a zprava shora po opacné
diagonale s minusem.

4. pro obecnou ¢tvercovou matici A typu m X m determinant pocitdme rozvojem
podle fadku (sloupce)

aix - Qim
apr Qg | = @ (DT My + ape (1D Mg + -+ apn (= 1) My,
Am1 - Amm

kde My; oznacuje determinant submatice typu (m — 1) x (m — 1), kterd vznikne z
puvodni matice vynechanim k-tého radku a j-tého sloupce.

Regularni matice — ¢tvercova matice, kterd ma nenulovy determinant.
Inverzni matice k matici A — matice B, pro kterou plati, ze AB = BA = E.
Znadime AL
Poznamka. Pokud A neni regularni, neexistuje k ni inverzni matice A™!.
P#i hledani inverzni matice A~ postupujeme tak, ze nejdiive k matici A typu m x m pii-
piseme jednotkovou matici stejného typu. Dostaneme novou matici typu m x 2m, kterou
pomoci elementarnich transformaci upravujeme tak dlouho, dokud nevznikne jednotkova
matice vlevo. Potom z pravé ¢asti jednoduse opiSeme matici A~!. Postup ilustruje nasle-
dujici schéma:
—1

(AJE) ~ - ~ (E[AT)

Priklad 1.3.1. Vypocitejte determinanty ndsledujicich matic typu 2 X 2:

3 —1 a b sin CcoS X
a)A:(_2 1) b) B:(—b a) C)C:<COS$ —sinx>
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Regeni: a) det(A) = ' _g _1 ‘ =3-1—(-1)-(-2)=3-2=1
a b o o
b) det(B) = b =a-a—0b-(=b)=a"+0°
c) det(C) = S COST 2y — cos?a = —(sin® x + cos?z) = —1.
cosx —sinw —

Priklad 1.3.2. Vypocitejte determinanty ndsledujicich matic typu 3 x 3:

1 3 -1 1 a b 4 31
a) A= -1 -2 2 b) B=|[ 1 b a c) C=[1 2 2
2 1 -1 1 a b 2 1 3

1 3 -1 1 3 -1

Refeni: a)det(A)=|-1 -2 2|=|-1 -2 2| =

2 1 -1 2 1 -1

1 3 -1

-1 -2 2

- (1-(f2)-(f1)+(—1)-1-(—1)+2-3-2)—((—1)-(—2)-2+2-1-1+
(—1)-3-(—1)) — <2+1+12)—<4+2+3> —15-9=6.

b) det(B) = = <1-b-b+1-a-b+1-a-a) — <b~b-1+a-a-1+b-a-1> =

— = =
Qo
> Qo

=0 +ab+a® - b —a® —ab=0.

Poznamka. Matice B mé dva linearné zavislé fadky (prvni fadek je stejny
jako tfeti) a proto det(B) = 0.

c) det(C) =

DN
— N W

1
2 |=24+1+12— (4+8+9)=37—21=16.
3

Priklad 1.3.3. Vypocitejte determinanty ndsledujicich matic typu 4 X 4:

2 0 31 1 2 a 3 1 a b c
1 -1 29 3 9 10 -2 00 a b
A= o 50| PB=l3 30 4901
1 —2 -1 3 0 -1 b 1 01 ab

Refeni: a) Je to matice typu 4 x 4, proto determinant musime poéitat roz-
vojem. Vybereme si fadek nebo sloupec, kde je nejvice nul. V tomto ptipadé
jednoznac¢né nejvhodnéjsi bude tieti fadek, kde jsou az 3 nuly. Jediné nenulové
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¢islo v tomto radku je 5, ktera je v tretim radku a tietim sloupci.

2 0 3 1 9 01
det(A)= |} 7L 3 o451 —1 3[40

0 0 50 L o s

1 -2 -1 3

:5-1-(—6—2+0+1+12+0):5-5:2

b) V tomto piipadé nejvhodnéjsi bude pocitat rozvoj podle tfetiho sloupce.

L 12
det(B) = s 30 4 =a(-1)"*|3 3 4| +0+ 0+
0 -1 b 1 0 -1 1
12 3
+bh(-D)*3 2 1 -2 |=a-17T—b-(-9) = 17a + 9b.
33 4

¢) Rozvineme determinant podle prvniho sloupce.

det(C) = =1(-1)""

— = O Q
SIS R SEN
S0 S0
— = O
*
>0 o

Il

=)

o

|

>~

&)

o O O

Priklad 1.3.4. Vypocitejte determinanty ndsledujicich matic :

31 cosr 0 sinz a b c
a,)A:( ) b) B = 0 1 0 c)C=10 a b
-1 3 X
—sinx 0 coszx 0 0 «a
3 3 0 -1 1 2 3 3
-1 -5 0 2 2 1 2 =2
d) G= 8§ 210 7 gH=1 5 37 5
5 0 0 3 0 -1 0 1

Refeni: a) 10; b) 1; c¢)a® d)-310; e)-19.

Priklad 1.3.5. Vypocitejte inverzni matici k matici:

oa-(3 ) e (T3)oe- (0 1) we-(2 )
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Reseni: a) Matice A je regularni, det(A) = 4—2 = 2 # 0, proto existuje A ™',
Pfi pocitani inverzni matice pouzijeme postup, ktery jsme popsali v ivodu této
kapitoly. Matici (A | E) typu 2 x 4 zatneme upravovat z levého horniho rohu
smérem dolu, stejné jako pfi pocitani hodnosti.

1. Pfehodime radky.
2. Prvni fadek vydélime -2, druhy fadek -1.

3. Pokracujeme z pravého dolniho rohu matice A smérem nahoru. Dvojnasobek
druhého radku odec¢teme od prvniho radku.

4. 7 pravé ¢asti si opiSeme inverzni matici.

0 -1 110 -2 4101 1 -2 0 —3
2 4101 0 -1 110 0 11 -1 0
10 —2 -1 L (-2 -2
N<01|—1 0) - A _(—1 0)

b) det(B) =4 — 12 = —8 # 0 = existuje B™".
1. Dvojnéasobek prvniho fadku odec¢teme od druhého radku.

2. Druhy radek vydélime -4, prvni radek 2.
3. TTi poloviny krat druhy radek odecteme od prvniho radku.

4. 7 pravé ¢asti si opiSeme inverzni matici.

23110 2 31 10 1
4 2101 0 -4 =21 0

— N

Priklad 1.3.6. Vyreste maticovou rovnici A X = B pro neznamou matici X, kde

(1) - ee(21)

Refeni: det(A)=4—-6=-2#0, potom AX=B & X=A'B.
13110) (131 10) (101 7 -3
24101 011 -2 1 01 -2 1

[ 7 -3 g 7 -3 2 0\ [ 5 —6

A _(—2 1):X_A B_(—z 1)(3 2)‘(—1 2)'
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Priklad 1.3.7. Vypocitejte inverzni matici k matici:

1 -1 0 111 —2 —1 1
a)A=[ -1 0 2|BmB=(402]|cCc=| 2 00
0 0 —1 42 3 —2 11

Regeni: a) det(A) =1 = existuje A~'. Matici (A | E) typu 3 x 6 za¢neme
upravovat z levého horniho rohu smérem dolu.

1. Prvni fadek pfi¢teme k druhému a treti fadek vydélime -1.

2. Druhy radek vydélime -1.

3. Pokracujeme z pravého dolniho rohu matice A smérem nahoru. Dvojnasobek
tfetiho radku pricteme k druhému radku.

4. Druhy tadek pricteme k tietimu radku.

1 -1 01100 1 -1 0,10 0
-1 0 2:010])~(0-=-=12111 0]~
0 0 -1 1001 0 01100 -1
1 -1 0. 1 0 0 1 =10+ 1 0 0
~(0 1 -2, -1 -1 of|~[0 10 -1 -1 -2 |~
0o 0 1.1 0 0 —1 0 011 0 0 -1
100 0 —1 =2 0 —1 —2
~1 0101 -1 -1 =2 = Al=| -1 -1 -2
001+ 0 0 —1 0 0 —1
b) det(B) =0 a proto neexistuje B!
c¢) det(C) =4 = existuje C'.
—2 -1 11100 2 001010
2 00,1010~ -2-111100 /]~
-2 11,001 -2 111001
2 001010 2 001010
~l 0 -11/7110]|~]l0-111110]|~
0 111011 0 021121
10 01 0 0 1001 030
~l01-11-1-10]~|010:1 -5 01
oo 1., 1 11 0011 £ 13
1 010
= A*l_5 -1 0 1
1 21
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1.4 Soustavy linearnich rovnic

Soustava m linearnich rovnic o n nezndmych ma tvar:

a;lry -+ a2 + -+ + Ainly, = bl
asnry -+ a99To2 + -+ + Aonly, = b2
Am1T1 + Qa2 + 0+ Gpp®y, = bm

Matice soustavy — koeficienty z linearni soustavy zapsané do matice typu m X n

a1 Q2 - Qip

Q21 Q22 -+ dap
A=

Am1 Am2 - Amnp

Vektor neznamych — sloupcovy n rozmérny vektor

Rozsifena matice soustavy — matice typu m x (n + 1), slozend z matice soustavy s
pridanym sloupcem pravych stran

11 Q12 - Qip | by
~ a1 Qg -+ Qg | by
A=A|b)=

[
Am1 Am2 **° Amp | bm

Maticovy zapis soustavy — zéapis soustavy jako soucin matic Ax = b.
Homogenni soustava — soustava, kde vektor pravych stran je nulovy vektor.

Ctvercova soustava — soustava, kde matice soustavy A je étvercova matice. Jedna se
o soustavu n linearnich rovnic o n neznamych.
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Frobeniova véta. Uvazujme soustava m linearnich rovnic o n neznadmych Ax = b.

e Jestlize hod(A) = hod(A) = k, potom soustava mé FeSeni.

— V pripadé k = n ma soustava praveé jedno feseni.

— V pripadé k£ < n mé soustava nekonec¢né mnoho feseni, ktera mohou byt za-
psana pomoci n — k parametri.

o Jestlize hod(A) # hod(A), potom soustava rovnic Ax = b nem4 feseni.

Pii feSeni soustavy linearnich rovnic pomoci Gaussové elimina¢ni metody budeme
postupovat nasledovné:

1. Pfevedeme rozsifenou matici soustavy ekvivalentnimi tipravami na trojuhelnikovy
tvar.

2. Pomoci Frobéniovy véty rozhodneme o Tesitelnosti soustavy.

3. Rozsifenou matici soustavy prevedenou na trojuhelnikovy tvar zase zapiseme jako
soustavu rovnic a postupné vypocitame jednotlivé neznamé.

Piiklad 1.4.1. Reste soustavy rovnic:

a) x+y—2z=0 b) 4y —22=2 c) x+y+z=2 d) 2x+5y =2
rT—y+2z=—-4 6r —2y+2=29 y+z2=-2 —4z + 3y = —30
3r+3y —6z=—-2 doe — 8y — 4z =24 4y — 62 = —12 4a + 23y = —22

Reseni: a) Rozsifenou matici soustavy a upravime na trojuhelnikovy tvar tak,
ze prvni fadek odec¢teme od druhého a trojnasobek prvniho rfadku odecteme
od tretiho radku.

N 1 1 -2 0 1 1 -2 0
A=|1-1 21 -4]~|0-2 61 4| =
3 3 —6 1 -2 0 0 0 -2

hod(A) =2, hod(A)=3, 2#3 = soustava nema FeSeni.

b) Rozsifenou matici budeme upravovat nasledovné:

. Prvni radek vydélime 2 a treti fadek vydélime 4.

. Pfehodime prvni a tfeti radek.

. Sestnasobek prvniho fadku ode¢teme od druhého Fadku.
. Prehodime prvni a tfeti radek.

. Pétnasobek druhého radku odecteme od tietiho radku.

. Tteti radek vydélime 12.

S O s W N

_ 0 4 -2 2 0 2 -1 1 1
A=|6 -2 1129 |~| 6 -2 11 29 |~
4 -8 —4 1 24 1 -2 -1 1 6
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1 -2 -1 1 6 1 -2 -1 1 6 1 -2 -1 1 6
~16 -2 1129 |~ 0 10 71 -7]|~10 2 -11 1]~
0 2 -1 1 0O 2 -1 .1 1 0 10 7.1 =7

1 -2 -1 6 1 -2 -1 6
~1 0 2 -1 1 }~10 2 -1 1
0o 0 12 , —12 o 0 1.1 -1
hod(A) = 3, hod(A) = 3, podet neznamych n = 3.
hod(A) = hod(A) =n = soustava ma pravé jedno feSeni.
K posledni rozsifené matici priradime soustavu:
r — 2y — 2z = 6 14 -
20 — z = 1 :>z:—l,y:TIO,x:6+2y+z:6+0—1:5
z = —1

c¢) Upravujeme rozsifenou matici soustavy:
1. Tteti tadek vydélime 2.
2. Dvojnasobek druhého radku odecteme od tietiho radku.

3. Treti tadek vydélime -5.

B 11 1. 2 11 11 2 11 1 2
A=(01 1, -2]~(01 1, -2|~101 1.1 =2 1]~
0 4 —6 1 —12 02 -3 1 —6 00 —5 1 -2
111 2 hod(é) =3
~( 0111 =2 = hod(A) =3 = prave jedno TfesSeni
0 0 1 % n=3
Dostali jsme soustavu: = + y + 2z = 2
y + 2z = =2
2 N 5 12
A = — = — — 7 = ——
5 Y 5
12 2
anakonec r=2—-y—2=24+———-=2+2=4.
ST . .. 12 2
Resenim soustavy je trojice © =4, y=——, 2= —

5 5
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d) 1. Druhy fadek pfic¢teme k tfetimu radku.

2. Dvojnésobek prvniho fadku odecteme od druhého fadku a tieti fadek vy-
délime 26.

3. Druhy radek vydélime 13.
4. Druhy tadek odec¢teme od tfetiho fadku.

B 2 5 2 2 5 2 2 5 2
A= -4 31 =30 |~ -4 31 =30 |~ 0 13 1 =26 |~
4 23 1 =22 0 26 1 —52 0o 1. =2
2 51 2 2 5 2 hod(é) =2
~101 1 =2 |~0111 =2 ] = hodlA)=2 p = pravé jedno reSeni.
011 =2 0 0 0 n=2
— 2 —
Mame fesit soustavu: 2r + 5y 2 = = 5 =6
y = —2 2
Resenim soustavy je = =6, y = —2.

Priklad 1.4.2. Rozhodnete o Tesitelnosti soustavy s parametrem pomoci Frobéniovy véty.

a) r+ay=1 b) ax + 4y =2 c) r+y+z=1
ar+ 9y =3 r4+ay=1 rH+ay+z=1
r+y+az=1

Reseni: a) NapiSeme rozsifenou matici soustavy a budeme upravovat na
trojuhelnikovy tvar, stejné jako u soustav bez parametru, odec¢tenim a-nasobku
prvniho radku od druhého radku.

~ 1 a 1 1 1 a | 1
A_(a 9 | 3)”(0 9— a2 | 3—a>

Vidime, ze hod(A) =1pro 9 —a?>=0a hod(A) =2 pokud 9 — a®# 0.
9—a*=B—-a)3+a)=0 & a=4=£3

Pro a # +£3 mame hod(A) =2, hod(A) =2, n =2 = pravé jedno FeSeni.

Musime jesté vyftesit soustavu pro a = 3 a pro a = —3. V obou pripadech
si nejdiive dosadime do upravené fozsifené matice soustavy a rozhodneme
pomoci Frobéniovy véty.
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a=3 = A~ ( (1) g | (1) ) = hod(A) = nekonedné mnoho FeSeni.

} = soustava nemaé FeSeni.

b) Upravujeme rozsifenou matici soustavy.
1. Predpokladejme, ze a # 0. Druhy fadek vynasobime ¢islem a.

2. Prvni fddek odeéteme od druhého radku.

A_|[¢ 4 1 2 a 4 1 2 a 4 ! 2
1 a1 a a* 1 a 0 a>—4 1 a—2
Podobné jako v a) je hod(A) = 1 pro a*> —4 =0 a hod(A) = 2 pokud

a?—4#0,a#0. Mame o> —4=(a—2)(a+2)=0 & a==2
Proa# 42,a#0 je hod(A) =2, hod(A) =2, n=2 = pravé jedno fedeni.

N 9 4 5 hod(A) =1
a=2 = A~ ( 00 : 0 ) =  hod(A) =1 = nekone¢né mnoho feseni.
n=2
B ~ -2 4, 2 hod(A) =1 L
a=-2 = A~ ( 00 | —4 > = hod(;i) _ o } = soustava nema4 feSeni.
Jesté musime vysSetiit pripad, kdy a = 0.
_ 0 4 9 hod(A) = 2
Potom A = < 10 : 1 ) = hod(A) =2 = pravé jedno Teseni.
n=2

c) Upravujeme rozsifenou matici soustavy tak, ze prvni fadek odecteme od
druhého a od tietiho radku.

B 1111 1 1 1 !
A = 1 a1 11 ~1 0 a—-1 0 0
1 1 a 11 0 0 a—1 1 0

Vidime. 7e hod(A)=1pro a—1=0 a hod(A) =3 pokud a—1#0.
Proa#1 je hod(A) =3, hod(A)=3, n=3 = pravé jedno feseni.

- 1111 od(A)
cA~1 00010 ]|= hod(A)
0 0 0 0

= nekonécéné mnoho freseni.

S
I
—_

H
w
||



20 Fakulta elektrotechniky a komunikacnich technologii VUT v Brné

Piiklad 1.4.3. Reste soustavy rovnic:

a)r+y—z=1 b)r+2y+z—u=1 c)2x+4y+2z—u=1
rT—yY+2=95 20 +3y —2+2u=3 3r +6y+32=06
2 +y—2=4 dr+Ty+2=5>5 r+2y+2z—u=0
3r+2y—2z=5 Sr+ Ty —4z+4+Tu =28

Reseni: a) Rozsifenou matici soustavy a upravime na trojihelnikovy tvar.

1 1 -1 1 1 1 -1 1
A 1 -1 1 15 N 0 -2 21 4 N

2 1 -1 1 4 0 —1 1 1 2
3 2 =2 1 5 0 -1 1 1 2

1 1 -1 11 1 1 -1 1

N 0 —1 1 1 2 N 0 —1 1 2 N
0 —1 1 1 2 0 0 010
0 -1 1 1 2 0 0 0 10

hod(A) =2, hod(A) =2, n =3 = soustava ma nekone¢né mnoho feseni,
zévislych na n — hod(A) = 3 — 2 = 1 parametru.

+ vy — z =1

-y + z = 2

Zvolime si naptiklad za z = p, p parametr.

K posledni matici pfiradime soustavu:

Potom mame teseni ve tvaru z =p, y=p—2, t =3, peR.

b) Upravujeme rozsifenou matici soustavy:

1 2 1 -1 1 1 2 1 -1 1
i_l23 -1 2.3 0 -1 -3 4 1
47 1 015 0 1 3 —4 . -1
5 7 —4 7 1 8 0 -3 -9 12 |
1 2 1 -1 1 1 21 -1 1
A)=2
0 1 3 —4 . -1 013 -4, -1 :»ZOZ(~)—2
0 -1 =3 41 1 000 01 0 0(_)4_
0 -1 =3 41 1 000 01 0 "=
Soustava ma nekonecné mnoho feSeni, zavislych na n — hod(A) =4 — 2 =2
parametrech.
. C e ) + 2y + z — u = 1
K posledni matici pfiradime soustavu: y o+ 32 — du = —1°

Zvolime si z = p, u=¢q; p,q parametry.

Potom mamefteseni z =p, u=¢q, y=49—3p—1, xt=3—-9+4p; p,q e R.
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24 2 -1 11 12 2 -1 10
c) 363 016 ]~1363 016 ]|~
1 2 2 -1 10 2 4 2 -1 11
1 2 2 -1 10 1 2 2 -1 0
~(00 -3 316 |~100 1 -1 =2 1]~
00 -2 11 00 -2 1 1
122 -1 0 hod(A) =3
~lo001 -1 2| = hdA) =3 =
000 -1+ -3 n=4

nekoneéné mnoho feseni, zavislych na n — hod(A) = 4 — 3 = 1 parametru.

r + 2y + 22 — u = 0
K posledni matici pfiradime soustavu: z — u = —2
- u = -3

Potom v = 3, z = 1, a zvolime si za y = p, p parametr a mame FeSeni
r=1-2p, y=p, z2=1, u=3, peR.

Ptiklad 1.4.4. Reste homogenni soustavy rovnic:

a)r+y—z+u=0 b) 3z +3y —4z+4u =0 c)rxt+y—z4+u=0

r—y+z2=0 20 +3y — 2+ 2u=0 2r+y—2+4+2u=0

2v4+y—24+2u=0 —4drx+5z—u=0 y+z+4u =20
2y —3u =0 20 +y—2z+u=0

Refeni: a) Homogenni soustava rovnic mé vzdy Teseni, a to nulovy vektor.

Prava strana se stava ze samych nul, kterd se neméni ani pii ekvivalentnich
upravach. Abychom usetfili zbytecné opisovani téchto nul, mizeme upravovat
pouze matici soustavy. Pokud hod(A) = n soustava mé pouze trividlni FeSeni
(nulovy vektor), jinak mé soustava nekoneéné mnoho feseni.

1 1 -1 1 1 1 -1 1 1 1 -1 1
Al -t 1t oo o2 2-1] |0-1 1 0
2 1 -1 2 0 -1 1 0 0 —2 2 -1
0 2 0 -3 0 2 0 -3 0 2 0 -3

1 1 -1 1 1 1 -1 1

lo-1 1 0o [o-1 1 o0 N
0 0 0 —1 0 0 2 -3
0 0 2 -3 0 0 0 —1

hod(A) =4, n=4 = pravé jedno feSeni x =0, y=0, 2 =0, u=0.
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b) Upravujeme matici soustavy. Zadnou vyménou fadku nedosdhneme jed-
nicku v levém hornim rohu, proto prvni tprava bude odecteni druhého fadku
od prvniho. Déale upravujeme tradicnim zptisobem.

33 —4 4 10 -3 2 10 -3 2
a | 23 -1 2] | 23 -1 2| |03 5 -2
40 5 —1 40 5 —1 00 —7 7
2 1 —2 1 21 —2 1 01 4 —3
10 -3 2 10 -3 2 10 -3 2
01 4 -3 01 4 —3 01 4 -3
“loo-1 1|~ loo -5 7|~ loo0o -1 1|7
03 5 —2 00 -7 7 00 0 0

hod(A) = 3, n =4 = hod(A) # n. Soustava ma nekoneéné mnoho Feseni,
zévislych na n — hod(A) =4 — 3 =1 parametru.
x - 3z + 2u =
Zapiseme prislusnou soustavu: y + 42 — 3u = 0
-z + u =0

Zvolime si u = p, p parametr. Potom uw=p, z2=p, y=—p, x =p; peR

c¢) Upravujeme matici soustavy.

11 -11 1 1 -1 1 1 1 -1 1
A=|21-12|~10-1 1TO0]|~10-1 10|~
01 1 4 0 1 1 4 0O 0 2 4
1 1 -1 1
~10 -1 10| = hOd(é)Ll_ 3 : hod(A) #n
0 0 12 "=
Nekone¢né mnoho fesSeni, zavislych na n — hod(A) = 4 — 3 = 1 parametru.
Mame soustavu: z + y — z + wu = 0
-y + =z =0
zZ + 2u = 0

Zvolime si u = p, p parametr.

Potom feSenim soustavy bude w=p, 2=2p, y=2p, v =—p; peR.

Piiklad 1.4.5. Reste soustavy rovnic:

a)r+2y+3z2="7 b)r+2y+32=1 c)r+2y+3z=1
3r—y+2=6 x4+ 3y + 5z =2 20 +4y 4+ 62 =2
r+y+z=4 20 + 5y + 82 =12 r—y+z=4

Refeni: a)z =2, y=1, z=1; b) soustava nem4 feseni; c) soustava ma
nekonecné mnoho feseni: v = 3 — gt, y=—1-— %t, z=t, t € R. (Porovnejte
s prikladem 5.5. ze skript [7].)
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FUNKCE JEDNE PROMENNE

2 Diferencialni pocet funkce jedné proménné

2.1 Defini¢ni obory funkci

Realna funkce jedné realné proménné je zobrazeni f mnoziny redlnych ¢isel D do mnoziny
realnych ¢isel H (D C R, H C R), pro které plati, Ze pro kazdé = € D existuje jednoznaéné
urcené y € H. Znacime

J:D—H, fiaz—[@); [:y=f(), zeD.

Mnozina D se nazyva definicnim oborem funkce, H se nazyva oborem hodnot funkce.

Je-li funkce zadana pouze predpisem f : y = f(z), definiénim oborem této funkce se
rozumi mnozina vSech x € R, pro kterd ma funkce smysl. Pfi urc¢ovani této mnoziny po-
tfebujeme znat defini¢ni obory elementarnich funkci.

Pro vSechna realné cisla jsou definovana: funkce mocninna f : y = 2", n € N; exponen-
cidlni f : y = a*,a > 0,a # 1; lichd odmocnina f : y = x», n liché; sinus a kosinus
fry=sinzx, f:y=cosx; funkce f :y =arctg z, f :y =arccotg x.

Pocitame-li defini¢ni obor dané funkce, musime pamatovat na nasledujici:

e Obsahuje-li vysetfovana funkce zlomek — jmenovatel se nesmi rovnat nule.

Obsahuje-li funkce sudou odmocninu — vyraz pod odmocninou musi byt nezaporny

(=0).

Obsahuje-li funkce logaritmus — argument logaritmu musi byt kladny (> 0).

Obsahuje-li vysetfovana funkce arcsin x nebo arccos x — argument téchto funkci musi
byt vétsi nebo roven -1 (> —1) a zaroven mensi nebo roven 1 (< 1).

Obsahuje-li vysetfovana funkce cotg x — argument cotg x se nesmi rovnat celociselnym
nasobktm 7.

Obsahuje-li vySetfovana funkce tg x — argument tg x se nesmi rovnat ¢islim 7 + k.
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Priklad 2.1.1. Najdéte definicni obory nasledujicich funkci:

2x vVo+3 . 5%

Y= b)g: y= h =
a)fry= 53— —= )9y . c)h:y T3
2z +1 1
oy = cy=1 -1
d) j:uy \/33_4 e) k: y=1In(3z )+2x—5
1
)y l:y=——7— sy =1 z
) L= §) m:y=In (2~ 6r+8)

ReSenf: a) Funkce f obsahuje zlomek. Proto musi platit, Ze 22 — 4z — 5 # 0.
Pfi teseni této kvadratické nerovnice najdeme nejdiive kofeny prislusné kva-
dratické rovnice a potom kvadraticky polynom rozlozime na soucin. Mame:

2 —4r—-5#0 & (z—-5)(z+1)#0 & x#5 z#-1
Z toho defini¢ni obor funkce D(f) =R\ {—1, 5}.

b) Funkce g obsahuje zlomek i odmocninu. Proto musi platit:

1.52#0 = x#0

2.24+3>20 = x> -3

Vysledek si nakreslime: I~ 3 ;. D(g) = (-3, 0)U (0, o0).

c¢) Funkce h zase obsahuje zlomek i odmocninu. Proto:
l.x+3>0 = z> -3

} = x>-3 = D(h)=(-3, ).

2224+3#0 = x# -3

d) Funkce j obsahuje zlomek i odmocninu. Musi platit:
l.x—4#0 = z#4

20 + 1
2. + >0

r—4
Druhou nerovnici vyfesime graficky pomoci nulovych bodt citatele i jmeno-
vatele. V tomto pfipadé mame nulové body r =4 a z = —%. Body naneseme

na realnou osu a na vzniklych intervalech vyzkousime znaménko zlomku.

Méme * o

VI

4

* a7 toho D(j) = (—oo, —%> U (4, 50).

e) Funkce k obsahuje funkci logaritmus a zlomek.
1.32-1>0 = z>3
2.20—5#0 = x#32

Nakreslime si obrazek: ; D(k) = (%, g) U (§ oo) .

Q ol
Owlut

27
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f) Funkce [ obsahuje funkci logaritmus i zlomek:

1.5—32>0 = 2 <2

4
2.In(b—-3x)#0 = 5-3z#1 = x#g

()

g) Funkce m obsahuje logaritmus. Proto musi byt 2% —6x+8 > 0. Najdeme ko-
feny prislusné kvadratické rovnice a kvadraticky polynom rozlozime na soucin.
Méme 2> — 62 +8>0 <& (z—2)(z—4)>0.

Dwlut

Nerovnici vyfesime graficky pomoci nulovych bodi z = 2 a x = 4. Body nane-
seme na realnou osu a na vzniklych intervalech vyzkousime znaménko soucinu.

Nakreslime: —+—& = & =+ a z toho D(m) = (—o0, 2) U (4, c0).
3x+2
Priiklad 2.1.2. Najdéte definicni obor funkce f:y = 4/In 3:8 i .
-

Reseni: Musi platit: 1. 3—2#0 = x #3

2 _2
2.3‘,H >0 = - &+ 3 -
3—=x
3 2 3 2 3 2 4r — 1
T i S e B e s R I B N
3—x 3—x 3—x —x
i 3 _
— = D(f) = (4, 3)

Poznamka. U tohoto pfikladu jsme mohli vynechat druhou nerovnost. Pokud je splnéno,
ze néjaky vyraz je vétsi nebo se rovna jedné, je tento vyraz automaticky kladny. Platnost
druhé nerovnosti tehdy plyne z platnosti té treti.

Priklad 2.1.3. Najdéte definicni obory funkci obsahujicich cyklometrické funkce:

a) f:y = arcsin(3x — 2) b) g : y = arccos(x — 4) + In (9 — 2x)

r+1 1
d)k:y=———"—
r—3 )Ry arcsin(1 + x)

c) h :y = arccos

Refeni: a) Argument funkce f musi byt z intervalu (—1,1).
Resime dvé nerovnice, které musi platit zaroven:

@l

1.3z-2>-1 = 3z>1 = z>3

-
=
~
N~—

I
7~

Wl

[S—y
~

2.3r—2<1 = 3x<3 = <1
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b) Funkce g obsahuje arccos i logaritmus. Proto:

. 2—4>-1 = >3 .

@ Ut

2.2 —-4<1 = <5

[ ISIKe)

3.9-22>0 = 22 <9 = <}

Defini¢ni obor funkce g je prunik téchto tfi intervalt: D(g) =

c¢) Funkce h obsahuje zlomek i arccos. Musi platit:
l.e—3#0 = x#3

1 1 9% — 9
0. P s o T s T2 =
r—3 xr—3 xr —
1 1
I B S (P SN <0 =
r—3 x—3 X —

Z toho D(h) = (—o0, 1).

d) Funkce k obsahuje funkci arcsin a zlomek.

I arcsin(l+2)#0 = 1+2#0 = x#-1

2 r4+1>—-1 = 2> -2 -
0

3. 2+1 <1 = <0

D(k) = (—2, —1)U (-1, 0).

Priklad 2.1.4. Najdéte definicni obory nasledujicich funkci:

Vo +3 [+ 5 3—2x
a)f:y:2ac—1 blg:y= 3—z C)h:y:ln(4—2x)
d)k:yzlnx+2 e) |:y=log(h+4xr — 2?) f)n:y:L

x—3 V2x +7
r+4 20 — 1

g) p: y = arccos(6 — 5x) h) ¢:y = arcsin 5
—x

Reseni: a) D(f) =(-3,3) U (5,20); b) D(g) = (-5,3);
¢) D(h) = (—00,2) U
e) D(I) = (~1,5); f) D(n

I e
S
=
Il
g
E
©
C
w
3

j) r: y = arccos

+3
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2.2 Neékteré vlastnosti funkci, inverzni funkce

Suda funkce — pro kazdé = € D(f) je f(x) = f(—z), potom graf funkce je soumérny
podle osy y.

Licha funkce — pro kazdé = € D(f) je f(z) = —f(—z), potom graf funkce je
soumérny podle pocatku.

Periodicka funkce s periodou p #0 — pro kazdé x € D(f) je také = +p € D(f)
a plati f(z £p) = f(z).

Funkce zdola omezena na mnoziné M C D(f) — existuje-li takové realné ¢islo d,
ze pro vSechna = € M je f(x) > d.

Funkce shora omezena na mnoziné M C D(f) — existuje-li takové realné ¢islo h,
ze pro vSechna = € M je f(x) < h.

Funkce omezena na mnoziné M C D(f) — je-li f zdola omezend i shora omezena
na mnoziné M.

< f(z2).

Funkce neklesajici na mnoziné M C D(f) — jestlize pro kazdé x;,z9 € M plati
implikace: 1 <z = f(x1) < f(22).

Funkce nerostouci na mnoziné M C D(f) — jestlize pro kazdé x1,z9 € M plati
implikace: 1 <z = f(x1) > f(x2).

Funkce f je prosta na D(f) — jestlize pro kazdou dvojici x1,z9 € D(f), x1 # o
plati, Ze f(z1) # f(22).

Poznamka. Aby funkce f mohla byt suda nebo lich&, musi byt defini¢ni obor D(f) této
funkce symetrickd mnozina podle poc¢atku. Aby mohla byt funkce f periodicka, musi byt
D(f) neomezend mnozina. Ma-li periodickd funkce f periodu p, pak také kazdé ¢islo
kp, (k # 0, celé) je rovnéz periodou funkce f.

Poznamka. Rostouci a klesajici funkce se souhrnné nazyvaji ryze monotonni funkce, ne-
rostouci a neklesajici funkce zase monotonni funkce na mnoziné M.

Inverzni funkce — je-li f prosta funkce s defini¢nim oborem D(f) a oborem hodnot
H(f), potom k tomuto zobrazeni existuje zobrazeni inverzni, které je opét prosté a
zobrazuje mnozinu H(f) na mnozinu D(f). Zna¢ime f~'. Plati, ze D(f™') = H(f)
a H(f7Y) = D(f) a x = f"Y(y), pravé kdyz vy = f(x). Graf inverzni funkce f~! je

soumérny s grafem funkce f podle piimky o rovnici y = .



28 Fakulta elektrotechniky a komunikacnich technologii VUT v Brné

Priklad 2.2.1. Zjistéte, které z ndsledujicich funkci jsou sudé, které liché a které ani
sudé, ani liche.

a) f(z) = 32” + 52 b) g(x) = 2® — 4a ) ) = 1
d) k(z) = xf_ 3 e) I(z) = xf_ ; f) n(z) = 0
g) p(x) = cos 2* h) g(z) = sin z? j)r(z) = 2;;31

Refeni: a) D(f) =R, f(—x)=3(—2)?+5(—x)* =322+ 52* = f(z), dle
definice funkce f je suda.

b) D(g) =R, g(—2)=(-2)° —4(-2) = —2° + 4z = —(2° — 42) = —g(2),
funkce g je licha.

c) D(h) = R\ {—1}, defini¢ni obor funkce neni symetricky podle poc¢atku.
Funkce h neni ani suda ani licha.

d) D(k) =R\ {-V3,V3},

(_x)g = —513'3 — 1.3 _ . . ,
(—2)2—3 22—-3  22-3 —k(z), funkce k je licha.
e) D(I) =R\ {-V3,v3},

(—x)3 —a? x
l — — — —
(=2) (—x)> =3 —a5—-3 25+3’

k(—z) =

funkce [ neni ani suda ani liché.

f) D(n) =R, n(—z) =0=n(z) ataké n(—z) =0 = —n(x). Tato funkce
je velice specialni, protoze je zaroven suda a zaroven lichd. Takovou vlastnost
nema zadna jina funkce.

g) sudd;  h) lichd; j) ani sudé ani licha.

Priklad 2.2.2. Urcete inverzni funkci k funkci f :y =6 — 3x.

Reseni: Funkce f je linearni, a tedy i prosta. D(f) = R, H(f) = R. Inverzni
funkci budeme hledat tak, ze zaménime x a y a z nové rovnice vyjadiime y.
x

fli2=6-3y = r—-6=-3y = 3y=6—x. Ztoho f’lzy:Q—g.

Plati, 7e D(f~')= H(f)=R, H(f™')=D(f)=R.
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Priklad 2.2.3. Urcete inverzni funkci k funkcim:

a) f:

r+ 3
r—4

2x+5)

y=1n(4—2z) b)g: y= c)h:y:arcsin<

Reseni: a) Definiénim oborem funkce f je feSeni nerovnice 4 —x > 0. Mame
D(f) = (~00,4) a H(f) = R.

Funkce f je slozené ze dvou prostych funkci, logaritmické a linearni, je tedy
prosta funkce. Zaménime x a y a z této nové rovnice vyjadiime y.

1 2x=mn{4-y)

Inverzni funkce k logaritmické funkci je exponencialni funkce. Aplikujeme tedy
exponencialni funkci na obé strany rovnice a dostaneme:

e =4—y, e —d=—y, —e"+d=y = fliy=4-—c¢"
Plati, ze D(f™')=R a H(f™) = D(f) = (—00,4).

3
b) Aby byla funkce y = x_—|—4 definovana, musi byt = # 4. Muzeme tedy psat,
x —
Funkce g¢ je linearni lomena funkce, a je proto prosta (grafem této funkce je
hyperbola).

Zaménime v zadani funkce x a y:

3
_1:x:y—+4 = z(y—4)=y+3 = zy—dr=y+3 =
y_
4 3
ry—y=4r+3 = yl-1)=4+3 = glzy:;jl.

D(gil) = (—OO, 1) U (17 OO) = H(g) a H(gil) = D(g) = (_00’4) U (4’ OO)

2r+5

c¢) Aby byla funkce h : y = arcsin (

) definovana, musi platit nerovnice:

2r+5

1< <1 = -3<20+5<3 =>-8<20<-2 = z¢c(—4-1).

Funkce h je slozena ze dvou prostych funkci, arcsinus a linearni, a proto je na
mnoziné D(h) = (—4, —1) prostéa. Inverzni funkce k funkci arcsinus je funkce
sin z. Zaménime v zadani funkce x a ¥y a na obé strany rovnice aplikujeme
funkci sinus:

2y +5 2y +5

= 3Jsinz =2y+5 =

h~': 2 = arcsin ( ) = sinx =

3sinx — 5
2y =3sinx —5 = h_l:y:%

D(h™) = (~%.5) = H(k) a H(h™") = D(h) = (~4,~1).
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2.3 Limita funkce

Funkce jedné proménné f:y = f(r) ma v bodé a limitu L, jestlize v pfipadé, kdy se
hodnota x blizi k ¢islu a, funkéni hodnoty f(x) se blizi k hodnoté (limité) L.

Symbolicky pak piSeme: lim f(z) = L. Podobné mtzeme definovat lim+ f(z) = A resp.

r—a

lim f(x) = B tim, Ze uvazujeme ptipad, kdy z se blizi k ¢islu a pouze zprava resp.
r—a

pouze zleva.
Funkce f mé v bodé a nejvyse jednu limitu. Pokud tedy mé existovat lim f(z) = L,

r—a

musi platit
lim f(z) = lim f(x)=L.

r—at r—a~

Poznamka. Elementarni funkce f méa v kazdém bodé svého defini¢nitho oboru D(f)
limitu rovnou funkéni hodnoté v tomto bodé. Zrejmé bude zajimavéjsi pocitat limity v
bodech, které nepatii do D(f), a v bodech 4oc0.

Maji-li funkce f,g v bodé a € R konecné limity, tj. existuji-li limity lim f(z) € R a
lim g(z) € R, pak maji v tomto bodé limity i funkce f+ g, f—g, fg, cf, kde c€R

je konstanta. Je-li navic lim g(x) # 0, existuje také limita funkce i v bodé a a plati:
r—a g

lim (f(z) £ g(x)) = lim f(z) £ lim g(z), lm(f(z) - g(z)) = lim f(z) - lim g(z),

r—a r—a r—a r—a r—a r—a

lim(c . f(%’)) =c- lim f(l‘), lim f(l') - lim,_., f(x

r—a r—a r—a g(,’]}) o ]_lmx_,a g($

)
T

Pro vypocet limit funkce se ¢asto pouziva tato véta: Jestlize pro dvé funkce f,g plati,
ze pro vSechna = # a z jistého okoli bodu a je f(x)= g(z), potom lim f(x) existuje,

pravé kdyz existuje lim g(x), a plati lim f(z) = lim g(z).

Miuizeme pii pocitani limit funkce pouzit i nasledujici vztahy:

. sinzx
lim =1
z—0

1
T

1\" E\*
lim (14 z)= =e, lim (1 + —) = e, lim (1 + —) = eF
x—0 r—+o00 x r—to0 x

Necht jsou f(x) a g(z) dva plynomy, pfi¢emz a z™ je ¢len s nejvyssi mocninou polynomu
f(z) abz™ je ¢len s nejvyssi mocninou v polynomu g¢(z). Potom
x ax"
@) _ lim

lim 1%




MATEMATIKA 1 - Sbirka tloh

Priklad 2.3.1. Urcete limity funkci:

1
a) lim(z*> —5) b)lim (6 —3cosz) «¢) lim +1— 3z d) lim

r—1 x—0 r——1 z—3 1 — 2

Reseni: Bod a, ve kterém po¢itame limitu patii do defini¢niho oboru funkee,
a proto limity poc¢itame pouhym dosazenim.

a) lim(2®—5)=1"-5=4; b)lim (6—3cosz) =6—3cos0=6-3-1=3.

rz—1 z—0

¢) lim VI-3r=y1-3-(-1)=v4=2 d) lim : —L:l-

m >3 x—2 3—2

Priklad 2.3.2. Urcete limity ndsledujicich funkci:

. a?—4 . af—1 . 2t+dr—5 . 1=
)l 7= bMmE—s dfm —m— dlim i
1'2

Reseni: a) Funkce f:y= neni v bodé x =2 definovana. Mtzeme

viak v. R — {2} provést tpravu

-4 (z-2)(z+2)

fa) ="y = FE Y e = ()
Potom
2_4 -2 2
lim Tt g @Z2DEFD o) oo
r—2 1‘—2 r—2 ,1'—2 r—2 -

b) Postupujeme podobné jako v ¢asti a).

-1 . (B+1)(2*-1)

. _ 1 3 _
liy S =l o —lm a1 -2
24 4x -5 5)(z—1
¢) lim XA TO 5= 1o
7—5 x+5 z—1 xr+5 z—1 =
11 2—2
11 2s (e -2 11
d) lim =2 =lim —%_ = lim L: im —— = —-—.
=2 r—2 22 r—2 -2 (r—2)2r -2 2 4
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Priklad 2.3.3. Vypoctéte limity funkci:
1 Vad+1-1 b) I -3 )1 VT +2-2
a) lim — im — ¢) lim ——
x—0 2 =3 Jr+1—2 z—2 \/ZL’+7—3

Reseni: a) Chtéli bychom ,nuly“ vykratit stejné, jako jsme to délali v pied-
chozim ptikladé. K tomu potfebujeme polynomy namisto odmocnin. Proto
lomeny vyraz rozsifime vyrazem vz + 1+ 1.

vaitl-1 Vel lo1 Vil (®+1) -1
z—0 z? V34141 220 22(y/23 + 1+ 1)

lim
x—0 562

3

e T
e=0 p2(Vad+1+1) =20 34141 2
r—3 ve+1l+2

1=

r—3
b) im ——— = lim . —
Y Bl B BRI e
—3)(v/ 1+2
lim (@ )if+4+ ) =lim Va+1+2=2+2=4
r— €T — Tr— —_—

) i Vr+2-—2 . Ver+2-2 Vx+24+2 Vr+T+3

¢) im —————— = lim . . —

e=2 \Jx+T—3 =2 \Jr+7—-3 Vr+2+2 rx+T7+3
(r—2) Vo+T7+3 3

(x+2—-4) Vr+7+3 lim
. =11 . -
Ve+2+2 o2 (r—-2) r+242 2

lim
) (x4+7-9)
Priklad 2.3.4. Vypoctete limity funkci v nevlastnich bodech:
) 1 523 + 21 + 6 b) 622 — 3z — 2 ) 1 273 — 1
a) lim ——— im ——— ¢) im ——m——
z—oo 4x? —9x + 3 z——o0 20?2+ Tx — 23 z—oo 4xt — 5?2 4+ 3
Regeni:  Poéitdme limitu z podilu dvou polynomfi. O limité rozhoduji nej-
vyss$i mocniny cCitatele i jmenovatele.
) i 5r3+2x+6 . bad 5§ 5z
a) lim ——— = — = lim — = .
T—00 4:1;‘2 — Og -+ 3 T—00 4.1'2 z—o0 4 —_—
622 — 3z — 2 62 6
b) i ——— = i — = 1i - =3
) x—1>r—noo 202 + Tox — 23 ac—1>r—noo 212 J:—1>r—noo 2 =
223 — 1 223 1
v im o lim — =0.
z—oo 2 =

lm — -
o) im a3 Am o
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Priklad 2.3.5. Vypoctéte limity funkci:

. . 2 x 2z
a) lim sin 9 b) lim MY c) lim (1 - §) d) lim ($+7>

z—0 X x—0 x T—00 x

sin x
= 1. Potfebujeme ale nejdiiv

Reseni: a) Budeme vyuzivat vzorec liII(l)
Tr— €T

zajistit, aby v argumentu funkce sin byla stejna funkce jako ve jmenovateli.
Proto lomeny vyraz rozsifime ¢islem 9.

. sin9x . sin9x 9 . sin9z
lim = lim — = lim 9=1-9=9.
z—0 €T z—0 x 9 z—0 9x -
. sin x2 sinz? =z . sin 2
b) lim = lim — = lim r=1-0=0.
z—0 x z—0 T T z—0 12 =

k xr
¢) Budeme vyuzivat vzorec lim (1 + —) =

3\” —3\*
lim (1——) = lim (1+—) =e 3,
T—00 X T—00 €T ES

k x
d) Vyraz pfevedeme zase na vzorec lim (1 + —) = e". Upravujeme:
x

T— 00

2z 2z 2z
im (ZE0) —gim (145 1) g (1 ST IR L

2z

2 \* 2\ 2\
lim {1+ = lim ( 1+ = lim (1+ =
T—00 r+5 T—00 r+5 T—00 T +5

2o 2 2

2 x+5 | z+5 llm x 2 . lim X

(1+-25) | m@)eRars e SR e
Tr+95

| @)

lim

r—00

Priklad 2.3.6. Urcete limity funkci:

2 — 16
lim(22* — 6z + 5 b) lim (1 — 2si
a) zl_)II%( x x +5) )er%( sin x) c) A,
. oxt4a3 .2 =122+ 20 . V2 +T—4
d) lim ———— e) lim —— f) im ——
e—0 x4 — 23 e—2 22 —br+6 e—3 12 —5r+6
.ot , 622 — 1 o 6% — 1
SR v Mm mms I s

Resent: a)1; b)-1; ¢ -8 d)—3 €8 ) gl ho j —
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2.4 Derivace funkce

Derivace funkce f v bod& z, — pokud existuje limita, pak f'(z¢) = lim —f(l(ﬁ) _ f(;co).
T—T0 T — X9

Derivace funkce f na mnoziné M — funkce f': y= f'(x), x € M.
n-ta derivace funkce f na mnoZin& M — funkce f™ : y= (f""VY(2), z € M.
Rovnice te¢ny ke grafu funkce f v bodé€ [z, f(z()] — pfimka ¢, kterd mé rovnici

try— f(xo) = f'(o)(x — x0).

Vzorce pro derivovani elementarnich funkci

Vzorec pro derivaci funkce f Podminky platnosti vzorce

¢ =0 z € (=00, 00)

(z") =na"', neN r € (—00,00)

z € (0,00)

x € (—00,00)

(a*) =a"Ina, a >0

x € (—00,00)

(Inz) = %

z € (0,00)

_ 1
(log, )" = =

z € (0,00)

(sinx) = cosx

x € (—00,00)

(cosz) = —sinz

x € (—00,00)

(tg l’)/ = (coslx)2

r#@2k+1)I keZ

(cotgz) = —(Sinlx)Q r#km, kel
(arcsinz) = - re(-1,1)
(arccos ) = — = re(—1,1)
(arctgx) = 2 z € (—00,00)
(arccotgx) = — z € (—00,00)
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Vzorce pro derivaci souctu, rozdilu, sou¢inu a podilu funkce:

(u+v) =u +
(

(cu) =cu', ceR
u\’  uv—uw
<;> T Y 70
Vzorec pro derivaci slozené funkce: [fo o] (z) = f'(u)¢'(x), kde u=p(z).

Priklad 2.4.1. Vypoctete v pripustnych bodech derivace funkci dangch predpisy:

1 —sinz
= 5sinz —6e*+3 b)y=2z°— Va2 =(x—5 d)y=-—""-
a)y sinx —6e” + )y x 22 ¢)y=(r—5)cosx d)y T sinz

Reseni: a)y =5cosx —6e”; b) ¢ =62 —

3z

c) Pti derivovani této funkce pouZzijeme vzorec pro derivovani soucinu.

y = (z—>5) cosz+ (x — 5)(cosx) = cosx — (x — b)sinz.

d) Pfi derivovani této funkce pouzijeme vzorec pro derivovani podilu.

, (1—sinz)(1+sinz) — (1 —sinz)(1 + sinz)’

v = (14 sinx)? -
B —COST — COSxSInx — Ccosx + Sinx cosx B —2cosx
B (1 + sinx)? ~ (1+sinz)?

Priklad 2.4.2. Vypoctéte derivace funkci v bodé o= —1:

+ 5 T —2
- D)y = (2 — 1 _ d) v =
a)y=me’—Tr  by=e@-1)  y=-—3 Jy=""3
ReSeni: a) ¢ =3m2? -7, ¢ (-1)=3r—7; b)y =e*(a? +22—1),
(D=5 Oy = TR ) = =% Ay = (1) — 4
Yy - 6’ Yy = $3 » Y - ) Yy = (x+2)27y -
Priklad 2.4.3. Derivujte funkce:
s a3 B 2 1 e _ cosx
a)y=5—62" b)y=Jr(x 7.5) € y=sinzcosw d)y_—l—sinx
. 1 1 7 1
Resent: = 182% b)Y = (a5 — sae) = Vat  ——;
eSeni: a)y %, b))y = (a3 5% ¢) gV + v

c) y =cos’z —sin®z =cos2z; d) y =
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Piiklad 2.4.4. Zderivujte sloZené funkce y =sin2zx, y=sin’z a y = sin®2x.

Reseni: Funkce y = sin 2z se d4 zapsat jako y = sin p, ¢ = 2z.
Potom 3y’ = (sin¢)’(2z)" = cos ¢ - 2 = 2 cos 2x.

2

Podobné funkce y = sin® z se d4 zapsat jako y = ¢?, ¢ = sinz.

Potom 3 = (¢?) (sinz)’ = 2p - cosx = 2sinx cosx = sin 2z.

Funkce y = sin? 2z je dvakrat sloZend: y = ¢?, ¢ =siné, & = 2z.

Potom 3 = (¢?) (sin€)'(2x)' = 2¢p - cos € - 2 = 4 sin 2x cos 2z = 2sin 4z.

Priklad 2.4.5. Vypoctéte derivace funkci:

. 1
a)y=1In(22 —8) b)y=ce"sin’r c)y=e"% d)y=cose” e)y:lnx+1
x_
- 1 2z
Rv /: ,: 2 —0: .
eSeni: a)y =3 (2x — 0) R
b) y = e”sin®z + e"2sinx cosz = e”sinx (sinx + 2 cos 7).
c)y =e"cosx. d) y = —€"sine”.
PR S e Vel G | R W 2 2
e — = . = - .
s R P z+1 (z-12 (@-1)(z+1) 22-1
r—1

Priklad 2.4.6. Vypoctéte f"(x), kde:

a) f(z) =42 —52+2 b)y=e"(2>—2) c)y=e" d)y=ImhBz+2)
Reseni: a) f/(z) = 1222 =5, f'(z) =24z, f"(z)=24.
b) f'(z) = e (2* — 2) + " 2z = " (2* + 27 — 2),
f"(x) = e*(2* + 2z — 2) + e* (22 + 2) = e*(2% + 4x),
f"(x) = e*(2% + 4z) + *(2z + 4) = = e*(2* + 62 + 4).

o) flx)=e""2z, f'(z)=¢e" 2220+ 2=0¢" (42%+2),
() = % 2z (422 + 2) + €*° 8z = ¢*” (823 + 12x).

1
C3r+2

f"(x) =183z +2)* - 3=

3=30Bx+2)"", f'(z)=-33x+2)"%-3=-93x+2)?

o4
(3z+2)3

e) f'(x)
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Piiklad 2.4.7. Napiste rovnici tecny ke grafu funkce f(x) v bodé T =[1,7], kde

a)

S

_21'—5 2 5_33

() = 19 b) f(x) =xzlnx c) f(x) =3ze!™® d) f(z) = -

Refeni:  a) Potiebujeme dosadit do rovnice y — f(z¢) = f'(x0)(z — 7¢) za

zo, f(z0), f'(x0). Ze zadéni zo = 1. Potom f(z) = f(1) = 2252 = —1.

Pro smérnici teény potfebujeme vypocitat derivaci funkce.
f,(x):2-(m+2)—(2x—5)-1:2x+4—2x+5: 9

(z +2)? (z +2)? (z +2)
Po dosazeni dostaneme f'(x¢) = f'(1) = 1.
Rovnice teény bude t: y +1 = 1(z — 1). Po upravé t:z—y—2=0.

b)zg=1, f(zo)=f(1)=1In1=0, f'(z)=1lInz+zl=Inz+l, f(1)=1

Po dosazeni do rovnice dostaneme t: y=x — 1.

¢) zo=1, flzg)=3e"=3, f/(x)=3 "% 4+3ze"*(=22)=

3e1_‘”2(1—2x2), f'(1) = 3e%°(1—2) = —3. Podosazeniatpravé ¢ : 3z +y —6 = 0.

d)f/(x):%'(5;3:)_;‘_1:6_35(5_@1:%\/E(_%) N

1 /1 5 5—1

F)=24/=(=5)==2, zg=1, f(1)=4/——=2 = t: br+4y—13=0.

4’ 1

Piiklad 2.4.8. Napiste rovnici tecny ke grafu funkce f(x) =1In(2z+7)
a) vbodé T =1[-3,7],

b) kterd je rovnobéindg s primkou y = 4x — 3.

ReSeni: a) T = [-3, In(2(—3) +7)] = [-3,0]. Pro smérnici teény potiebu-
jeme derivaci funkce v v bodé T.
1 2
'(z) = .2 (=) =— " _9
fe)=g=% =3 2(—3) + 7

Po dosazeni do rovnice y — y(z9) = v/ (xo)(x — x9) dostaneme y = 2(z + 3).
Po apravé 2z —y+6 =0.

2
2%0 + 7
Na druhé strané tecna ma byt rovnobézna s danou primkou, proto smérnice
teCny se rovna smérnici piimky k = 4. Prvni soufadnici bodu T dostaneme
feSenim rovnice k; = k.

2 13

220 + 7 o+ o0 1

b) Smérnici te¢ny v libovolném bodé [xg, f(zo)] bude k = f'(x) =
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Potom T'=[-2, In(-2 +7)]=[-2,Inl =lh1-m2]=[-2 2]
Po dosazeni do rovnice dostaneme ¢ : y + In2 = 4(z + 12).

Po tpravée t: 4z —y+13—-1n2=0.

Piiklad 2.4.9. Urcete rovnice tecen ke kiivce y = x® + 22 — 2x v jejich prisecicich s
0sou .
Reseni: Priseciky kiivky s osou z uréime feSenim rovnice 2°+z%—2r = 0.
Rovnici pfevedeme na soucinovy tvar z(x—1)(x+2) = 0 a dostaneme kofeny
x1 = —2, voa =0, r3 = 1. Hledame tedy rovnice tecen dané krivky v bodech
T, =[-2,0], 75 = [0,0], T5 = [1,0].
Pro smérnici tecny v libovolném bodé [xg,y(zo)] plati k= y'(x).

Protoze
Y (z) = 32° + 2z — 2,

dostaneme k = y/(xg) = 3x3 + 279 — 2. Smérnice teden uvazované kiivky v
bodech Ti, T, T3 jsou

ki =y'(-2) =6,
ke =y/(0) = -2,
ks =y'(1) = 3.
Po dosazeni do rovnice teény y — f(z9) = f'(zo)(x — z9) obdrzime

proTy =[-2,0] a ky=6: y=6(x+2) tj. 62 —y+12=0;

pro T =1[0,0], ke = —2: y = =2z tj. 2z +y = 0;
pro T3 =[1,0], k3=3: y=3(z—1) tj. 3x—y—3=0.

x? — 2

Priklad 2.4.10. Urcete rovnici tecny ke grafu funkce f: y= —; 7Y bodé¢ T =[1,7].
x —_—

Reseni: 22 —9y+1=0.

Piiklad 2.4.11. Urcete rovnice tecen ke kiivce y = 23 + 2% — 6z v jejich priisecicich s
0sou .
Reseni: 150 —y+45=0,6x+y=0, 102z —y—20=0.

Priklad 2.4.12. Urcete rovnici tecny ke kiivce y = 5 + 1, kterd je rovnobéind s

primkou p:x —2y=1=0.

ReSeni: TI[0,3], t: 2—2y+3=0.
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Priklad 2.4.13. Derivujte funkce a derivaci upravte:

3 1
a) f(z) =In(x + va? —9) b) g(x) = ] j:_ o + arctg 2 c) h(x) = arctg -
: 14
d) k(z) = 51n2x +1n ome e) l(x) = varcsinz + V1 — 22 f) n(z) = Insinz
cos? cos T
1 —si 1++v1-—

g) p(z) =Iny/ ﬁ h) ¢(z) =In 11_\/—% j) r(z) = arcsin /x

o 1 622 1

Refeni: a) f'(z) = 29 b) ¢'(z) = m; c) W(z) = —m;

1
d) ¥ (z) = cos?’lx; e) I'(x) = arcsin 35,1 f) n'(x) = cotgx; 1

D)=y WaW =g VW=

2.5 L “Hospitalovo pravidlo

L “Hospitalovo pravidlo — metoda vypoctu limit pomoci derivaci:

1. Necht spojité funkce f,¢g majivbodé z( € R funkéni hodnoty f(xy) = g(z9) =0

/
a nechf existuje lim f/(x).
22 (@)
/
Potom existuje také lim f(z) a plati lim f/(x) = lim @
T—X( g(:[}) T—XT( g (3;') T—X( g(l‘)
!/
2. Necht lim f(z) = lim g(z) = co nebo —co a existuje lim f/((x§7 potom
T—xo T—T0 T—z0 J°'\T
/
existuje také lim f(z) a plati  lim f/(a:) = lim M
T—T0 g([ﬂ) T—X( g (1‘) Tr—xQ g(l‘)
we, » ’, ’ 0 oo o 0 0
Neurcity vyraz — vyraz typu: 6; +—; 0-00; c0o—o00; 17; o0”; 0O
00
Priklad 2.5.1. Uzitim | Hospitalova pravidla vypoctéte limity funkci:
241 Inx 3 sin Tx
lim —— b) lim —— lim — d) li
2) R YA | ) 2o 22 — 31 — 6 c) b e —— ) 200 sin 4z

. 0
Reseni: a) Je to limita z neur¢itého vyrazu typu 0’ a proto muzeme pouzit
1"Hospitalovo pravidlo.

3+ 1 (z3 4+ 1) 322 3

lim —© " © = lim o T — 21
o2 27 —1 a1 (25— 20— 1)  eot1 B2 3 =
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00
b) Limita z neur¢itého vyrazu typu —, pouZijeme 1 Hospitalovo pravidlo.
00

1 Inxz) 1 1
limL:lim&:hm L= lim ——— =0.

o0 g2 —3x —6 w—oo (22 —3x —6)) -2 —3 2—00 222 — 3z

0
¢) Je to limita z neurcitého vyrazu typu 0’ pouzijeme 1 Hospitalovo pravidlo.

0
Znova mame limitu typu o’ pouzijeme | Hospitalovo pravidlo.

, 322 , (3z2) , 6
lim —— =lim ————— =lim —
=0 cosx —1 a—0 (cosz —1) «—0 —sinz

0
Méame limitu typu o’ pouzijeme 1 “Hospitalovo pravidlo.

6 6x) 6
TR T ) A — 6.
=0 —sinx «—0 (—sinz) 2-0 —cosx ——

0
d) Je to limita z neur¢itého vyrazu typu 0’ pouzijeme 1 Hospitalovo pravidlo.

sin rx (sinmz) mcosmx  mcos0
im =lim —— = lim = =

. : i =
=0 sindx  2—0 (sindz)’ 20 4cosdr  4cos0

™
4

Priklad 2.5.2. Uzitim | Hospitalova pravidla vypoctéte limity funkci:

] @t _ 1 In(z — 1
a) lim —n(,COQS 7) b) lim i c¢) lim —n(xﬂ )
z—0 sin‘zx z—0cosx — 1 -1t tgTw
r - 2 2r 1
d) lim c-° e) lim cos f f) lim B
z—0 €T =5 T — 3 z—0 lIl(]. — 2(13)
— si 1 —sin2 n -1
g) lim r — s h) lim sin 2x j) lim x nr +n
t—0 1 — cosx e—T (4o — )2 z—1 (x —1)2

1

. In(cosx . —sinx . -1 1
Reseni: a) - = lim ( 5 ) =1 COS?( ) = lim = ——.
z—0 sin“x z—0 2sinxcosx z—0 2cos?x 2
0 —1 . eT2 ™ 202x + %2 2
b) - = lim ——— = lim . = lim -2 —_9
0 z—0cosx —1 2—0 —sinx -0 —CcosT -1 ==
1 2w
—00 . o In(x—1 . —  2cos‘Zyx
c) Typ — = lim (W ):hm =l = lim ———2 =
— 0 r—1+ tg §ZE z—1 TW r—l1t TLx — T
cos® Zx 2
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I 2-2cosgx-sinfx- g 0
= lim = 0.
z—1t ™ =

_ 1 1
ReSeni: a) lim — =o00, lim

=00 = mame typ limity oo — oo.
z—0t T z—0+ et — 1 yp M

. U o 0 ...
Upravime na spole¢ného jmenovatele, dostaneme limitu typu 0 a pouzijeme

1"Hospitalovo pravidlo.

1 1 T ] T
lim<—— >:hmu:nme—:

e—0t \ T % — e—0t x(e® — 1) e—0t €% — 1+ we®
: e” , e’ , 1 1
im —— =lim — = lim =_.
20t e¥ +e” +we”  z—0t e(1+1+x) a—0t 242 2
b) =33 )0 d) g3 ez f)i
Priklad 2.5.4. Vypoctéte limity z neurcitého vyrazu typu 0 - oo:
a) lim (zlnx) b) lim x (e% - 1) c) lim(1 — %) (tg Zx)
r—0+ T—00 r—1 2

4
d) lim xIn (2 +x> e) lim (" —1)cotgx f) lim (z + 3)In (1 + §)
T

T—00 +x z—0t T—00

Reseni: a) lim x =0, lim lnx=-00 = mdame typ limity 0-(—00).
z—0t z—0t

0
Chteli bychom upravit na 1"Hospitalovo pravidlo, tedy na typ 0 nebo ig.
00

. Inz
= lim -4
z—0t

. .zl . zlnz
lim (zlnz) = lim = lim
x—07t x—07t z—0t 1

8 =8 =

z
e o 1 e —00 o
Vidime, Ze jsme rozsirenim vyrazem — dostali limitu typu ——, a mizeme
x 00

tedy pouzit 1 "Hospitalovo pravidlo.
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1 : 2
lim g =lim % =Ilm —— = lim —x=0.
z—0t P z—0t —= z—07t x z—0+ -
) x(e%—1> x(ei—l) 1 ol 1
b) lim z (ei - 1) = lim = lim £ =lim —— =
T—00 T—00 1 T—00 1 = T—00 =
1 1
ew(—=5
lim ( 112) = lim ex =1
r—00 —F r—00 -
1
1—2%) (tgZz) Tgza 1—22
¢) lim(1 — z?) (tg Ex) = lim ( ) (ta5) g12 = lim f =
z—1 z—1 1 fg 7o z—1 cotg 5
-2 -2 4
lim — = = =2 )2 el f)3
z=1 T sin?Zg 2 T2 g

Priklad 2.5.5. Vypoctéte limity z neurcitiych virazu typu 1%, o0% 0°:

’

a) lim z* b) lim (cos 2:10)9%2 c) lim T
z—0t z—0t x—0t
d) lim = e) zlir(r)1+(s1n ) f) Ilir(r)l+ (" +x)

ReSeni:  Limity v tomto p¥ikladé jsou lim u(z)*®. Ve viech p¥ipadech se
T—a

jedna o neurcité vyrazy. Pii vypoctu limity nejdiive uzijeme rovnosti

b
ab — elna — eblna’ a>0.

a) Jedna se o neuréity vyraz typu 0°. Upravujeme.

In 2% lim zlnz
lim 2% = lim e = = ez—0*
z—0t z—0t r—0+

Spocitame limitu z exponentu, ktera je typu 0 - oo.

Inx 1
lim rlnz = lim —— = lim
z—07F z—07t

= lim —z2=0 = lim x”:eozé.

= z—0t —= z—0*t z—07F
x z

b) Je to neurcity vyraz typu 1%.

) ln(cos 23:) lim 1I1(COS 217)
. Bl . =2 . - 5 2
lim (cos2x)»2 = lim oln(cos22)«® _ iy o 42 = ez—0F x =
z—0t z—0t z—07t
. —1—(—sin2z)2 . —sin2x , —2cos 2z
lim lim — im -
er—0F 2z — ez—0t TCOS2T — ez—0t €OS2x — 2xsin 2z 2

=e °.
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¢) Neuréity vyraz typu 0°.

3
. 3lnx : T
. _3 . ln x 4+?n T llm g}l)I(];l‘F l 3
lim g%z = lim e — ez—07T 4+ Inx — e z =€,
z—0t z—0t —
2
d) 1, e 1; f)e

Priklad 2.5.6. UZitim [ “"Hospitalova pravidla vypoctéte limity funkci:

T =X

a) lim —
) r—7 Sin Hx

d) mlir(g (cosz)=

Resen{: a)

c) lim (In z)"

T—00 x

@ 1 2
lim (sin z)¢" ! Hlm (— — %
e) Ifﬁh(m 7) ) 00 (1 —cosw a2

b) lim =z <e% — 1)

Tr—00

)
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3 Integralni pocet funkce jedné proménné

3.1 Integracni metody

Primitivni funkce k funkci f na intervalu (a,b) — funkce F' : (a,b) — R, takova,
ze F'(x) = f(x) pro vsechna x € (a,b).

Neuré¢ity integral funkce f — jiny ndzev pro primitivni funkei. Znacime [ f(z) dz.

Poznamka. Primitivni funkce neni urcena jednozna¢né. Pri¢teme-li k dané primitivni
funkci konstantu, dostaneme zase primitivni funkeci:

/f(x) de = F(z) + C.

Pravidla pro vypocet neurcitych integralii:

./ammmza/j@m%aeR
. /(f(x)ig(x)) dx:/f(a:) dxj:/g(x) do

. /f'<x>
/(@)
e metoda per partes:

/ o () v(z) dz = u(@) v(z) — / (@) v'(z) da

de =In|f(x)|+C, f(z)#0
e substitu¢ni metoda:

Priklad 3.1.1. Vypoctéte integraly:

a) /% dz b) /(7cosx—e""")dx c) /xZiéldx d) /3;26_T_4d$

. d -2
Reseni: a) 6—x:6/x‘3dx:6f2 +C:—%+C

3
b) [(Tcosz —e*) dz =7 [cosz dz — [e"dr =Tsinz —e*+C

) 1 ) x
c) /$2+4dx:5/x2+22dw:§arctg§+0

1 2 2 4 4)
d)/ O dx:5/ - dsz/wdx:5ln(x2+4)+C

2+ 4 2 +4 2 +4
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Vzorce pro integraci elementarnich funkci

Vzorec pro neurcity integral

Podminky platnosti vzorce

[0 dz=c(ceR)

x € (—00,00)

Jldr=z+c

x € (—00,00)

n+1
/x" dx:x +c
n+1

r € (—o0,00), neN

z € (0,00), reR\{-1}

1
/— de =In|z|+¢
T

x € (—00,0) U (0, 00)

Je* dr=¢e"+c

x € (—00,00)

/ax dex = ¢ +c
Ina

xr € (—o0,00), a>0, a#1l

/sina: dr = —cosz + ¢

z € (—00,00)

/cos:c dr =sinz + ¢

x € (—00,00)

[ o=t
—— de=tgr+c
(cos x)? &

4 (2k+1)E keZ

1
W dr = —cotgx + ¢

r#kr, kel

/ 1 d 1 ta:+
——— dox = —arctg— +c¢
% 4 a? a ga

r € (—00,00), a>0

/ 1 d . x N
—_— X = arcsin— C
. /a2 _ .ZUQ a

z € (—a,a), a>0
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Priklad 3.1.2. Vypoctéte integraly:

a)/

dx tg x r+1 3 —5x
_— b d d d —d
sin® x cos? x ) / sin 2z °) / VT o ) / 249 o

Reseni: a) Funkeci, kterou chceme integrovat, nejdiive upravime. Vyuzijeme

vztah sin®x + cos?x = 1.
dx sin? x 4 cos? x sin? cos?
5 3 = ) 2 dzr = 2. 5. dz+ 2 5. dx
sin“x cos? x sin“x cos? x sin“x cos? x sin“ x cos? x

1 1
:/ 5 dx—i—/ —— dov =tgx —cotgx + C.
cos? sin

sin x

a sin2x = 2sinx cos .

b) VyuZijeme vztahy tg x =
CoS T

sinx

tg x sin x 1
dr = de:/—dx:/ dr =
/ sin 2 / 2sinx cos 2sin x cos? x 2cos?x

1 1 1
:—/ dx:§tgx+0.

2 | cos?x

1 1 1
c) Upravime:/sz dx:/% dx—i—/ﬁ dx:/ﬁdx—k/% dz =

9 P
/x% da:+/a:‘§ dx=§x%+2x%+c*=§\/ﬁ+2\/§+c.

d) Upravime na dva zlomky a kazdy zlomek integrujeme zvlast:

3 —bx 3 5 1 5 2
AL P d dr=3 [ —— da+2 d
/:1:2—|—9 . /x2+9 H/x2+9 . /:1:2+32 x+2/x2+9 .

1 5 5
:3-§arctg§+§ ln\x2+9]+C:arctg§+§ In(z* +9) + C.

Priklad 3.1.3. Metodou per partes vypoctéte /f(x) dr  funkce

a)
d)

x) = (6x —3)e” b) f(x) = xcosx c) f(z) =2 Inx
r)=Inz e) f(r) = arctg x f) f(z) = In(z? + 1)

g) flx)= (2" +1)e" h) f(z) = (32 —4)sinz ) f(z) = (2° — 42 +2)cosz
Resen{: a) /(6x —3)e" dz = ?}/z Z; _3 :}L,i gm -

:(6x—3)e“—/6ex de = (6 —3)e" —6e"+C = (62 —9)e" +C.
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' = cosxr u = sinz
b) [ zcosx dox = ,
v =1

=zsinx — /sinx dr =

=xsinx + cosx + C.

/ x

=z u= %

c)/.ﬂn2 Inz der = B
v — =

x

3 3

:...:%lnx—%—{—c.

/: = 1
d)/lnxdx:‘u 1 u/ f‘:xlnx—/x—dx:xlnx—x—l—a
v=lnzx V= - x
u =1 u= x 1
e)/arctgx dx—‘ v = arctgz o = x21+1 —xarctgar—/xx2+1dx_

1 2
:xarctgz—i/ﬁil dr = z arctg v — In|2® + 1| + C.

9 =1 u= x B 2,1y 2z B
f)/ln(:p Hde=1, _ In(z* +1) v = 24 = @ In(z"+1) /xm2+1dx—
2 2411

1
:xln(x2+1)—2/1dx—|—2/ 71 dr = In(z* + 1) — 2z + 2arctg 2 + C.
T

/ x u = T

2 z = (§ (§
g)/(:v +1)e dw—‘ v= 2241 vV = 22

x = (22 +1) ex—<2xex—/26x dx>:

= (22 +1) ex—/erx dr =

u = e
v = 2

u = e*
v’ 2

= (2 +1)e" —2rve” +2e" =" (2 — 20+ 3) + C.

v = sinz U = —COSZT
v

h) /(3932 —4)sinz do =

u = sinr |
vV= 6

— —(3x2 —4) cosx—i—/Gx cosz dr =

= —(32% —4) cos v+ 62 sinx—/6sinxdx = 6z sinx + (10 — 32%) cosz + C.

. 2_ _ u
J)/(x 4x + 2) cosx dxr = — 2412 W= %4

= sinx ’_

u' = sinx U = —COST
v= 20—4 v= 2

= (2?42 +2) sinx—/(2x—4) sinz dr = ’

(2% —42+2) sin 2+ (22—4) cos x—/ 2cosx dz = (2% — 4z) sinz + (22 — 4) cosz + C.
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Priklad 3.1.4. Pouzijte substitucni metodu na vipocet /f ) dz, kde

a) f(r) = e* b) f(z) = sin(5 — 3z) c) f(x) =4v2x+3
B I _ sinz ~ Ve
Q) fa) = 22e ) fe)= ) fa)=
1 cos 2x
g) [f(x) =e"sine h) f(x) = ——=5—= ) I(@) = ———=—=
r(1+1In*2) V1= sin? 2z
2w =t 1 1 1
Reeni: a) /e% dr =| 2dx = dt :/et —dt =+ 0= +C.
=73
O—3xr =1t 1 1
b)/sin(5—3:c) de =| —3dx = dt :/sint (——dt> =_-cost+C =
dr = —1dt 3 3
L 3
1
=3 cos(5 — 3x) + C.
2r+3 =1 ) /3
c)/4\/2x+3dx: 2dzx = dt :/4\/_—dt—2/2d:2T:
dz = 3 dt 2

4 4
:§\/t_3+0:§\/(2x+3)3+0.

2
z2+4 | 4=t t _ it _ ar?t4
d)/2xe dr = 2xdx:dt'_/e dt =e+C=¢e""+4C.
sin cosa =1 1
e)/2— dr = | —sinzdzr = dt / /ﬁ dt =
cos*r + 9 sinzdr — — t+9 %+ 3

+C.

1act t+0 1act COoS T
= ——ar — — —— ar
3 418 3 3 M98 T3

31 —

- dr = mf_&’ /¢%u &ﬁ+0:%&m%+c.

T @ _ e’ =1 . . _ _ m
g)/e sine” dx —‘ o de — di ‘—/smtdt = —cost+C = —cose” 4+ C.

Inz =t 1
%dx: dt ’_/1+t2 dt = arctgt+C = arctg Inx + C.

1
h)/a:(1+ln2x) do =
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sin2x =t
_cos2x 2x

1 1 1
=|2cos2zdx=dt | = dt = 5 arcsin (sin 2z) + C.

Vl—sm 21’ cos2mdx:%dt 2 vV1-—1?

Priklad 3.1.5. Vypoctéte integrdl / 6 22 arcsin z® dz.

3 =t

Resgent: / 622 arcsinz® de = | 32?2dz = dt = / 2arcsint dt =
622 dr = 2dt
B = 2 u = 2t Y 0 2t g —
T v = arcsint V= | aresmt = [ e
1—t2=3s %
=| —2tdt = ds = 2tarcsint + / —ds = 2t arcsint + - =
2t dt = —dt 2

= 2tarcsint +2vV1 —t24+C =2 <$3 arcsin > + V1 —x6> +C

Priklad 3.1.6. Vypocitejte ndsledujici integraly:

V1
a)/ 1 dz b)/mlnx dx c) — dz
xlnx v
B : g [ snT
d) /(sm x) cosz dx e) /tg x dx )/ 36 + 4cos? x dz
) [ (-2 wow [ ) [@rayea
g ot VT ]

_ 2 1 2
Reseni: a) In(lnz) + C; b) %(lnx— =)+ C; c) 3V Inz 4 C;

2
sin® 1 cos T
d) +C; e) tgx —ax+C, f) —— arctg + G,
6 12 3
e?a: _ e—2x
g) T—2$+C’; h) 2" +C; j) (2% 44z +5)e® + C;

3 12 3 1 1
k) gﬁjL?WjLé\?/ﬁ%—C; 1) x—?i)— V2r —1+C; m) §arcsin2:n+C’.
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3.2 Integrovani racionalni lomené funkce

A" 4 12"+ .+ ag
by ™ + b1 2™ L+ ..+ by’

Racionalni lomena funkce — funkce tvaru f(x) =
kde n,m € N.

Ryze racionalni lomena funkce — racionélni lomend funkce, kde n < m.

A

—a’ (r—a)

Parcialni zlomky — zlomky typu AaeR; neN
x

Mz + N Mz + N
nebo — T s T T . kde 2% + px + ¢ je nerozlozitelny kvadraticky
?+pr+q (2*+pr+q)”

polynom, ¢isla M, N;p,q € R a n je prirozené ¢islo.

Rozklad na parcialni zlomky — rozklad ryze racionalni lomené funkce na soucet par-
ciadlnich zlomk.

Poznamka. Integral z ryze racionalni lomené funkce poc¢itame tak, Ze racionalni lomenou
funkci nejdiive rozlozime na parcialni zlomky a ty postupné integrujeme.

Piiklad 3.2.1. Rozlozte funkci f(x) na soucet polynomu a ryze racindlni lomené funkce:

33+ 5?2 — 2z _4ar3+x+1

2+ 3x+5 b)f($):m2—4m+2 ¢) f(x) = 2z + 1

a) f(r) =

ReSeni: a) Vypocitame (323 + z) : (2% + 3z + 5) = 3z — 9 zbytek 13z + 45.

3%+ 132 + 45
otom f(r) = e =3 =9+ o
b) (5a2—22) : (22 —4a-+2) — 5 zbytek 182—10. Potom f(x) = 5 + —r 20
% —4x +2
4 + x4+ 1
S T T
O f@) =g g =uoedl

Priklad 3.2.2. Rozlozte ryze racionalni lomené funkce na parcidlni zlomky:

a) f(z) = % b) f(x) = # ¢) flz) = x22f4

2 —3xr—1 4o — 422 +xr + 1 2 -3
VI = e Ta )0 ==~ DI =
g flo)= 211 h) fla) = 0 1 ) fa) = S

(x —2)(x2+1) 3 4422 + 22
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ReSeni: a) Rozlozime jmenovatel na soucin z? + 3z + 2 = (z + 2)(z + 1).
Dostali jsme dva ¢initele, ke kazdému z nich pritadime jeden parcialni zlomek.

x+3 r+3 A B
fo) = - S
224+3x+2 (z+2)(x+1) zxz+2 z+1

Ted zbyva vypocitat konstanty A a B. Upravujeme rovnici tak, Ze nejdiiv se
zbavime zlomku, potom roznasobime a secteme pravou stranu.

x+3 A B
(93+2)(93+1):x+2+$+1 /'($+2)(x+1)

r+3=A(x+1)+ Bz +2)
r+3=Ar+ A+ Bx+ 2B
Dostali jsme rovnici typu polynom se rovna polynomu. Porovname koeficienty

u stejnych mocnin na obou stranach rovnice.

io zl)) i AA++2g = A=1-B = 3=1-B+2B = A=-1,B=2

(@) x4+ 3 1 n 2
) = = — .
22+ 3z +2 r+2 x+1

b) 8 2 2 ) 2x 1 1
— — . C —
24+2x—-3 -1 x+3

2 —4 :n—2+:1c+2'

d) Jmenovatel z° + 222 +z =x(z* + 2z + 1) =z(z + 1)? = z(z + 1)(x + 1).
Mame t1i ¢initele, pritom dvakrat stejny dvojclen x + 1. Musime v rozkladu
mit 3 riizné parcidlni zlomky, tzn. pro dva stejné cinitele dva rtizné zlomky.

f(x)_xz—?)x—l_xz—3:c—1_é+ B N C
34222+ x4+ 1)?2 2 x4+l (4 1)2

Dale spoc¢itame koeficienty stejné jako v ¢asti a). Dostaneme

x?—3r—1 1 2 3

S Al S e il @y

) 43 —dr? + 1+ 1 3+1+ 1 N 2
e =—+ — ;
x?(x —1)2 r 22 -1 (x—1)?2

p P32 2.3 3
4ad s+l o oz ad
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g) Jmenovatel (z —2)(2?+ 1) se uz neda dal rozlozit v redlném oboru. Mame
dva ¢initele, a tak dva parcidlni zlomky. Vyraz 22 + 1 je nerozloZitelny kvad-
raticky polynom. Proto
z+1 A Bx +C
f(l’) = 2 = + 2
(x—2)(22+1) z—-2 2241

Déle spocitame koeficienty stejné jako v ¢asti a). Dostaneme

3 3 1
fla) = = s i
(r—2)(z2+1) x—2 241

j_ P42 dew8 o dro3
w3442 +20 oz 224+4r+2 ) v2(z24+4) x 22 22+4

Priklad 3.2.3. Integrujte parcidlni zlomky:

3 8 2
a)/x+2dx b)/2x_3dx C)/l—xdx
1
3 4 3
d 3 dz e /—dx f/—d:c
' s i R r—E V] Gy
. 1 2
Reseni: a) / 5 dz = / dzr = 3/ &2y dr =3In|z+2|+C.
T+ 2 T+ 2 T+ 2
8 B 2 B (233—3)/ B
)/ 2 d——z/ L ogr— 91 I1—z|+C
c e T = T r = n T )

1
d / / v =-Inlz+V2[+C.
) [ gdr=g [ g =ghltVa
4 =x—1 4 4
——dr = = t2dt=—— = — :
e)/(f’f—l) ! ‘dt = dz ‘ / t LJFC
3 t =x+4 4 3 1
f ——— dx = = At —— = = )
)/(x+4)4 v ‘ dt = d« ’ 3/ 3¢3 (I+4)3+C
Priklad 3.2.4. Integrujte parcidlni zlomky:
a)/ﬂdx b)/de @/de
224+x+7 x2 —4xr+38 x?2+4r+5

4o — 3 4—x 3
d —d —d f ——d
)/x2—|—6x—|—10 v e)/x2+2x+5 v )/x2—3x—|—3 v




MATEMATIKA 1 - Sbirka tloh 53

Mx+ N

Reseni: Vsechny parcialni zlomky v tomto piikladé jsou typu -,
¢ +pr—+q

kde 2% + px + ¢ je nerozlozitelny kvadraticky polynom.

Pokud je M # 0 (¢itatel zlomku obsahuje z), nejdiive upravime zlomek tak,
aby v citateli byla derivace jmenovatele a pouzijeme na vypocet tohoto inte-

gralu vzorec / (=) _
f(z) 2?2 +pr+q

Ve jmenovateli tohoto integralu kvadraticky ¢len doplnime na uplny ¢tverec a

=In|f(z)|+ C. Zbyly integral je typu

1 1 T
substituci pfevedem integral na vzorec / dz = — arctg — + C, nebo
%+ a? a a
. / 1 q 1 te T +0 L
rovnou pouzijeme vzorec —————dr = —arctg —— :
PO (x +b)% +a? a T

2 l
a)/ﬂdx: /ﬂdx: /wdx:

224+x+7 2447

=3Inlz*+2+7+C.

6 1 1
b)/x2—4x+8dw_6/x2—4x+4+4d$_6/ (x—2)2+4dx_

= r— 1 6 t -2
:'t v 2‘:6/ d$:—arctg—+0:3arctg%+0.

At = dz 214 2 2
€T 1 2x 1 20 +4 —4
St PO B P (i M S PO
C)/x2+4x+5 v 2/x2+4x+5 v 2/x2+4x+5 v
1 % + 4 1 4 1
=— | ————do+=- | ——— dz == In|2? + 42+ 5|—
2/$2+4a:+5 x+2/x2—|—4x+5 =g Infa"+ 4w+ 5|
1 1 1
9 dr=-In|2?+4e+5 -2 —— do =
/$2—|—4x+4—|—1 v=gnfam 4 dr 9 /(g;+2)2+1 ’

1
=3 In|z? + 42 + 5| — 2arctg (v + 2) + C.

4x — 3 2z — 2 20+6—6— 2
d)/zx—deQ/#dI=2/$ 2 dz =
x2 4+ 6z + 10 2?2 4+ 62 + 10 2 + 6x + 10
20+6— L 2z + 6 -2
=2 50— 2 dz=2| 5———dz+2 | 5—2—da=
/x2+6:1:+10 v /:c2+6:r—|—10 v /x2+6x—|—10 v

=2 In|2* + 62 + 10| —15/

P reep10 =2l + 6o +10) -

1
_15/ mdxzz In |2 + 62 + 10| — 15arctg (z + 3) + C.
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) 4 —x do — 1 2z — 8 do — 1 2:U+2—10d B
V) i s Y T T2 2roras T T2 @rorss YT

1 2z + 2 1 1
=—— [ =~ dzr+5|] —————dr =—Inlz2*>+22+5
2/x2+2x—|-5 v /x2+2x—|—5 o 2n]x + 2z + 5]+
1 1 5) z+1
5/ —————dr =—=Inl|z®>+2 5 — tg —— + C.
+ /(x—|—1)2—|—4 T 2n|x+x+|+2arcg 5 T

3 3 3
f —— dz = de= | ——— dz =
)/x2—3x—|—3 ! /x2—3x—|—%—%+3 ! /(w— )2+ !

nojee
NI

2x — 3
= 2v/3 arct +C.
g V3
Priklad 3.2.5. Vypoctéte integraly z raciondlni lomené funkce:
4o — 3 13 22 r—10

—d b d —d

a>/a:2+x—6 ‘ )/(1’2—1—4)(1’—3) ‘ C)/x3—4:c2+5x v
4dr — 9 4 -3z 22 +5
d —d ——d f —d
>/x3+6x2—|—9:17 . e)/x5—|—:v3 o )/m2—3x+2 o
. 4r — 3 1 3
Reseni: a)/x—dx = / + dz =In|z—2|+31n |z+3|+C;
»?2+x—6 r—2 x+3

o e [ [ L [
+12/x2:_4dx:91n|:1:—3|+21n|x2+4|+6arctg§+0;
—i—/mdx—mn]z\ =2In|z* — 42 + 5| — 2In|z| + arctg (z —2) + C;
d)/%dx:/xi?)—i—@jg)z—édx:ln $+3‘_9€13+O;

4-3 4 3 4 4 3 2 3
e)/—xdx:/—————jL v dr = ——+>=—4In|z|+2In(z*+4)+
xd® + a3 2 x

T

+3arctgx 4+ C

3 +5 13 6 22

—6In |z — 1]+ C.
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3.3 Urcity integral

Newton — Leibnitzav vzorec — necht F'(x) = f(x), = € {(a,b). Potom

/abf(x) dr=[F@)] = Fb) - Fla).
Per partes pro uréity integral /ab v (r)v(x) doe = [u(w)v(m)]

b @(b)
Substituce pro uréity integral —/ flp(x)) ¢'(z)da = / f(t) dt kde t = p(x).
a ¢(a)

Linearita urcitého integralu — funkce f, g spojité na < a,b > a M, N € R, potom
b b b
/ (M f(z) 4+ Ng(x)) de = M/ f(z) dx—{—N/ g(x) dz.

Aditivnost urcitého integralu — funkce f spojitd na (a,b) a c € (a,b), pak

/abf(x) dx:/acf(zv) d:v—I—/be(x) dz.

Priklad 3.3.1. Uzitim Newton — Leibnitzova vzorce vypoctéte:

1 T 2m
a) / (22 — 2%) dz b) / sinz dz c) / sinz dx d)
0 0 0

s

cosz dx

o

ReSeni:  a) Nejdifv spo¢itdme primitivni funkci k funkci f(z) = (22 — 2?).

F(z) = [(20 — 2?) do = 2% — £ 4 C. Podle Newton — Leibnitzova vzorce

/01(2x—x2) dr = [ZL‘2—%3+O:|

1 1 2 2

=(1--+C)|-C=-+C-C=-.
0 ( 3 ) 3 3
Vidime, ze integrac¢ni konstantu C' pfi vypoctu urcitého integralu v bodé b
pri¢teme a v bodé a zase odeCteme, proto ji nemusime psat.

—_

b) /Owsinx dex = [—Cosxr: (—cosm) — (—cos0) = —(—=1) +1=2.

0

2 2
c)/ sinz dr = [—cosx] = (—cos2m) — (—cos0) = —-1+4+1=0.
0 0 -

d)/ cosz dr = [sin:z:]irr :sinﬂ—sing =0—-1=—-1.
us E —_—

[V
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3
Piiklad 3.3.2. Vypoctéte integrdl / |z — 1| dz.
-1

D . : z - 17 17 )
Reseni: Pro funkci, kterou chceme integrovat plati: f(x) = { Zf . gig x$€€(<—ooocl)))

Vyuzijeme aditivnost urcitého integralu:

3 1 3
/ |z — 1] dx:/ |lx — 1] dx+/|x—1| dz =
-1 -1 1
1 1

:/_1(1—:6) dx+/13(x—1) dr = [m—§x2]71+ bx —x}i’:é-

Priklad 3.3.3. UZitim Newton — Leibnitzova vzorce vypoctéte urcité integraly:

4 1 3 1
a) / (3x —11) dzx b) / dz c) / 11— 3| dz d) / e’ dz
1 0o 223 0 -1

21 1 65 1
?, b) —§ln3, C) g, d) e — g

Reseni: a) —

Priiklad 3.3.4. Metodou per partes vypoctéte integraly:
1 5 e 1
a) / (B3x —2)e® dz  b) / zsinz dr  ¢) / rlnxdr d) / arctg x dx
0 0 1 0

1 1 1
ReSeni:  a) / (Bx —2)e"da = [(Sx —2) ew] — / e’ dor =
0 0 0

—(e—(-2))— [3¢*] =e+2-(3e-3)=5-2

=]

5 5 [F T
b)/ rsinz dr = [—IL’COS.I} —/ (—cosx) dr = (_§COS§+O)+
0 0

Wl

—l—[sinx} = 0+sing —sin0=1.
0 =

€ 2 e e 2 e 1 — o2
c)/lxlnx dx:[%lnx}l—/lgdx:(%lne—O)—[%L: 46.

1

1

1 1

—/ * dx:arctgl—[—ln|1+x2|} =
0 2 0

1
d tgwde = |varctge]
)/0 arctgx dr = |rarctgx T2

0

T 1 T
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Priklad 3.3.5. Pouzijte substitucni metodu na viypocet nasledujicich integrali:

3 ™ 1
a)/ V1+sinz coszdx b)/ sinx cosz dx c)/ %dx
0 0 o (227 +1)
l+sinz =1
. 2 coszdr = dt 2
Reseni: a) / V1+sinz cosrdr = = / Vi dt =
0 r=0=t=1 1

r=5=>1t=2

5] -3 (220

sinx =t
7 cosxdx = dt 0
b) / sinx cosz dx do = —1dt [t] =0.
0 r=0=1t=0 0
r=m=1t=0
202+ 1=t
1 T 1/t 4z drdr = dt 1 /3
s = | sy dr= = [ t7%dt =
C)/O (222 + 1)3 v 4/0 (222 + 1)3 v r=0=t=1 4/1
r=1=t=3
1r. 3 1/1 1
—[t ] ——(=—1) =2
8 1 8 \9 9

Priklad 3.3.6. Vypocvftejte/ sinz du.
0

- 1 — cos2a
Reseni: Pouzijeme vzorec sin’aq = ———

. Dosadime do integralu.

g T — 2 1 m 1rsin2z™
/ sin® x dx:/ G dx:—[x] _[sm x]
0 0 2

2

T
0%'

Priklad 3.3.7. Vypocitejte urcité integrdly:

) /02(1—|—x3)2 dr b /02(1+x3)2x2 dz

. 198 728
Reseni: a) = b) o5 c)2n2—1.

) /02 In(1+2) do
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3.4 Nevlastni integral

0o b oo
Nevlastni integral 1. typu / f(z)dz, / f(z)dz nebo / f(z)dz.

b
Nevlastni integral 2. typu — integral / f(z)dz z neomezené funkce na (a,b).
Vypocet nevlastniho integralu — Necht je f integrovatelna na intervalu (a,t) pro
t
1.) kazdé t > a a existuje limita tlim / flz)dz = 1.

e8] t
Potom nevlastni integral se rovna této limité: / f(z)de = 1tlim / f(z)dx.
a o0 a

2.) kazdé a < t < b, funkce f(z) neohraniend v okoli bodu b a existuje limita

t
lim / f(z) de = I. Potom nevlastni integral z neohrani¢ené funkce se rovna této

t—b= J,
b t
limité:/ f(z) dz = hlgl f(z) dx.
a t=b= Jq
Nevlastni integral je konvergentni — pokud limita / je kone¢né ¢islo.
Nevlastni integral je divergentni — pokud limita / v definici nevlastniho integralu

se rovna plus nebo minus nekonec¢no, nebo kdyz tato limita neexistuje.

b b
Poznamka. Podobné mizeme definovat nevlastni integral typu / f(z)dx nebo / f(z)dx,

kde funkce f(x) neohranic¢ena v okoli bodu a.

Priklad 3.4.1. Vypocitejte ndsledujici nevlastni integrdly:

—d b —d —d d —d —d
a)/1 " x )/1 o x c)/0 Py x )/2 PR x e)/o xe x

- 1 ‘1 ;
Reseni: a)/ —dr=lim [ —dz=lim [ln x] = lim (lnt—O) =00 =
1

T t—o00 1 T t—o0 1 t—o00

integral diverguje.

b) /100—dleim L o= tim [—lyzlim(—lJrl):;.

.I‘Q t—oo 1 I2 t—00 rl1 gt t
c) /0 219 dz = tlgg/oaﬂ 9 dr = tlggo [garctg g]o = }L%logarctgg — £
Inx = u
1 o 14, —
2 rln"z t—oo Jo x In“x r=2 = u=1In2

=1t = u=Int
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Int
1 17Int 1 1 1
= lim —2du:lim[——] :tlim< +—):—.

t—oo Jl0 U t—o0 Ulm2 " Int  In2 In2
o0 t W = e’ % u = —e %
e) / ze "dr = lim | ze®dxr= , =
0 t—00 0 vV = x V=1
t t+1
= lim [~ e+ 1)] =lim (—e(t+1)+1) =1 Jim S
t—o0 0 t—o0 t—oo e -
Priklad 3.4.2. Vypocitejte nevlastni integraly:
—4 q 4 1 o
a)/_mgdx b)/_oo—IQ—i-lde c)/_ooe dx
—4 —4 -2, _
_ 1 1 4
Reseni: a) / — dz = lim — dz = lim [x_} =
—0 X tm—oo Jy T t——oco L =2 I¢
1 .. 1714 1 .. 1 1 1
= —— lim [—] = —— lim (— — —> =——.
2 t——oo L2t 2t——00 \16  t2 32
4 4
1 ) 1 ) 1 x4
b) /_oo T tllmoo/t 2116 T m [Zamg Z]t -
1 i ( to 1 ; t ) 1 <7r . 7r) 3
= — lm r —ar 7)) T\ T 5 ) T 17
e MBS TS ) =y T2) T 16"
0 6x : 0 6x : 1 6x 0 1 : 61 1
c) e’ dz = lim e’dr = lim [—e } = — lim (1 —e ) ==
o0 t——o00 ¢ t——o00 6 t 6 t——o0 g

< 1

o T2+ 1

Priklad 3.4.3. Vypocitejte nevlastni integrcil/ dx .

ReSenf:  Vybereme si libovolny bod, napiiklad nulu, a interval (—oo,00)
bodem 0 rozdélime na dva intervaly a tak i integral na dva nevlastni integraly:

Sl | R | <]
/_oox2+1 v /_Oox2+1 x+/0 2241

S| t
lim / dz + lim dr =
t

2 +1 t—oo Jo 22+ 1

0 t
= lim [arctg x] —|—tlim [arctg x] =
t  t—oo 0

t——o00

= lim <O — arctg t) + tlim <arctg t— 0) = — <—z> + T_ .

t——o00
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Priklad 3.4.4. Vypocitejte nasledujict integraly z neomezené funkce:

"1 0 2 ! 2 sinx 501
—d b —d Inxd d —d d
a)/ox x )/_1\3/51’ c)/oxna:x )0 e x e)/1 e

- 1
Reseni: a) Funkce f(x) = — je neohranic¢ena v okoli nuly, proto pocitame:
T

"1 "1 1
/ —dzr = lim —dz = lim [ln x} = lim (0 — lnt) = o0 = diverguje.
0 —_—

x t—0t J, I t—0+ t t—0+
2 . o )
b) Funkce f(z) = —~= je neohranicend v okoli nuly. Proto:
r

0 9 t ) 27t
/ “de=lm | 22 %de= lim [3:55] — lim (3 D —3) —_3
1 \3/5 t—0~ J_q t—0— —1 t—0— —_—

c) Funkce f(z) = zlnz je neohranifena v okoli nuly. Integrél pocitdame
metodou per partes.

1 1 72 1 L,
/ rlnzxdr = lim rlnzxdr = lim <[—lnx] —/ — da:)
0 t—0+ J, t—0+ \L 2 t 2

1 t? 271 1 I
= lim (St — Se— [5] ) = dim (= S me— o+ ) =
t—0+t \2 2 4 1 t—0+ 2 4 4
1 1 1 Int 1 1 i
- S lmfhnt=—>—> lim — =—-— > lim L —
4 t—0+ 4 2 -0t t72 4 2 -0t —2t73
1 1. 1 1 1. # 1 1 1
=———z-lm —w=—-——--lm —-=—-———--0=—-.
4 20 -2 4 200+ 2 4 2 _4
) 5 sin x . oy g
d) Vime, Ze cos0 = 1. Proto funkce f(x) = ————= je neohranicena v

V1 —cosx

okoli nuly. Integral pocitame substitu¢ni metodou.

1—cosz = u

s . s . .
2 sinx . 2 sin x sinzdz = du
dz = lim

[th— —  dxr =
o V1-—cosz t—0t J; /1 —cosx r=t = u=1-cost

r=%5 =>u=1

1 1
1 . |
— i —du= 1 “3 = i [2 } —
= lim (2\/1— 2v1= cost) _ 2
t—0 -

1
e) Funkce f(x)= o je neohranicena v okoli bodu x = 2, ktery lezi v

intervalu (1, 3). Integral proto musime rozdélit na dva nevlastni integraly.
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31 21 31
/1x—2 o /1:U—2 :L‘+/2 T — 2 o

t 3

= lim dr + lim
t—2- J1 T — 2 t—2t

dzx =

t
= lim [ln|x—2\} + lim [ln]x—Q\]
1 t—2

3
t—2— t

= lim (ln]t—Q! —ln1> + lim <1n1—ln|t—2]> =
t—2— t—2+

zlmunn—m+wm1(—mu—m)
t—2+

t—2—

Obé limity jsou nevlastni, a proto integral diverguje.

Priklad 3.4.5. Vypocitejte nasledujici nevlastni integrdly:

a)/loo%dx b)/;%dx c)/_(;ﬁdx d)/o pe® dy e)/_

—0o0

. 1
ResSeni: a) diverguje; b)2; «c¢) Z; d) -7 e) diverguje.

Piiklad 3.4.6. Proud v elektrickém obvodu je ddn vztahem i(t) =t e ™.

[e.e]

naboj Q = i(t) dt.

Urcete celkovy
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4 Rady

4.1 Nekonecéna geometricka rada

Nekonec¢na posloupnost — funkce, jejimz definiénim oborem je mnozina pfirozenych
¢isel N.

o
o
Nekonecéna fada — soucet E a,, kde (an>

n—

je nekonec¢né posloupnost.
1

n=1
o n
Konvergentni fada — fada E a, takova, ze lim 5 a, =95 € R.
n—oo
n=1 k=1

o
Jinymi slovy soucet konvergentni fady je konecny. PiSeme Z a, = S.

n=1
o0 n
Divergentni fada — fada E a,, pro kterou soucet S = lim E ap neexistuje nebo
n—oo
n=1 k=1
je nekonecny.
, (o.]
Geometricka posloupnost — posloupnost (an> X takova, ze a, = a; - ¢"" !, pro
n—=

kazdé n € N arealné ¢islo g # 0, které se nazyva kvocient geometrické posloupnosti.

n+1

V geometrické posloupnosti plati, ze =q pro kazdé n € N.

n

Soucet prvnich n ¢lenu geometrické posloupnosti — a) pro ¢ =1 je S, =n-a;.
q" =1

b)pro ¢#1je S,=a .
qg—1

o

Geometricka fada — fada vytvorena z geometrické posloupnosti, tedy Z ar-q" h

n=1

Soucet konvergentni geometrické fady — geometricka fada s kvocientem ¢, |¢| < 1,
je konvergentni a plati:
oo
a
n=1 —4q

ol
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Priklad 4.1.2. Sectéte geometrickou radu Z(COS 7)*" =1+ cos’x +cos*z + ...
n=0
ReSent: a; = 1, ¢ = cos’>x. Pro |cos?z| < 1, tedy z # km je fada
konvergentni a
1 1
S = = :
1—cos?z sin’z
Priklad 4.1.3. Sectéte geometrické rady:
o] 1 n—1 o] 2 o] _1 n—1 e8] . o] ( 1)n71
93(3) Digr 9X(3) aXe-y 9]
n=1 n=1 n=1 n=2 n=1
. 3 —3)2
ReSeni: a)S=2; b)S=3; C)S:Z, d)S—(a; ), x € (2,4);
—x
1
e) S = 1 z € (—o0,—1)U(1,00)
- 8 3 9 27
Priklad 4.1.4. Reste rovnici =1-—-—+——-—
x+ 10 x x2 1
- 3
Reseni: Prava strana rovnice je geometricka fada, a; =1, g = ——.
Pro z € (—o00,—3) U (3,00) je fada konvergentni se souctem S = f_g.
T

8
r+10  z+3
Dostaneme kvadratickou rovnici 2 + 2x — 24 = 0. ReSenim je z € {—6,4}.

Mame fesit rovnici

na mnoziné (—oo, —3) U (3, 00).

Piiklad 4.1.5. Pro x € (0;27) reste rovnici 1+ sin®z +sin*x+ ... =2tgz.
- 3 1 1
Reseni: x;«éz/\x#—ﬁ = —5 — oM sn2r=1 =
2 2 1 —sin"x Cos T

E71'57r
T — — 5.
4’ 4

Priklad 4.1.6. Vyreste v R ndsledugici rovnice:

o

) S@+1) =2 b) S (1)) =
c) Z<x-2|-5)"_x d) Z(x—2)"_§
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4.2 Konvergence ciselné rady

oo
Absolutni konvergence — Ciseln4 fada Z a, konverguje absolutné, pokud je kon-
- n=1
vergentni fada Z |a|.
n=1

Neabsolutni konvergence — Rada Zan konverguje, ale fada Z|an| diverguje.

n=1 n=1
oo
Nutna podminka konvergence ¢iselné fady — Je-li 5 a, konvergentni, potom je
n=1

nutné lim a, = 0.
n—oo

Rada s nezapornymi ¢leny — fada Z a,, kde a, >0 pro kazdé n € N.

n=1

Podilové kritérium konvergence rady s nezapornymi Cleny —

oo
.7 An41 v / Y .
Je-li lim < 1, potom rada g a, s nezapornymi ¢leny konverguje.
n—oo
An n=1
oo
<9 An+41 v / R . .
Je-li lim > 1, potom rada a, s nezapornymi cleny diverguje.
n—0o0 an
n=1

Odmocninové kritérium konvergence fady s nezapornymi ¢leny —

o0
Je-li lim a, < 1, potom fada Z a, s nezapornymi cleny konverguje.
n—oo
n=1

[e.e]
Je-li lim a, > 1, potom fada Z a, s nezapornymi cleny diverguje.
n—oo
n=1

Integralni kritérium konvergence fady s nezapornymi ¢leny —

Funkce f(z), z € (1,00) je nezaporné a nerostouci a navic f(n) = a,, n € N. Po-
oo

tom fada Z a, konverguje, pravé kdyz konverguje nevlastni integral / f(z)dz.
1

n=1

Srovnavaci kritérium — Nechf a,,b, € R a 0<a, <b, pro vSechna n > ny.

o0 e.9]
Je-1i konvergentni rada Z b,, potom je konvergentni i fada Z Q-
n=1 n=1

o e.¢]
Je-1i divergentni fada Z a,, potom je divergentni i fada Z by,

n=1 n=1



MATEMATIKA 1 - Sbirka tloh 65

Alternujici fada — ftada Z(—l)”_lan, kde a, > 0 pro vSechna n € N.
n=1
Leibnitzovo kritérium konvergence alternujici fady — Rada Z(—l)"‘lan
n=1
je konvergentni, pokud je posloupnost (an> klesajici a lim a, = 0.

n=1 n—oo
Priklad 4.2.1. Vysetrete konvergenci nasledujicich ciselych tad s nezdpornymi cleny:

= 4+ 3n = /7\" = /on—1\" = nl
2) Z 2+ 5n b) Z (5) °) nz:l <3n—|—4) d) —~ 3n

n=1 n=1

. 443 3
Reseni: a) lim 5 I 5n =z # 0. Neni splnéna nutna podminka konvergence,
n—0o0 n

fada diverguje.

7 n
b) Ovéfime nutnou podminku konvergence: lim (5) =00 # 0 = diverguje.

n—oo
c¢) Pouzijeme odmocninové kritérium.

fim 7 2n —1\" ) 2n —1 2 <1 = fadak ,
1m = 11m = - rada kKonverguje.
nooo \[\Bn+4) noco \3n+4) 3 = b

d) Pouzijeme podilové kritérium.

1! 3" 1)n! 3" 1
i DU et Dnldt Lt
n—oo 3"t pl noco 373 nl n—00

=00 >1 = diverguje.

Priklad 4.2.2. Pomoci integralniho kritéria rozhodnéte o konvergenci nasledujicich Tad:

ZTH b)znlnn e)zlﬁ

n=2 =1 n=1
ReSenf: a) Zvolime si funkci f(x) = l— Tato funkce je klesajici a plati, ze
f(n) = lnTn7 n=1,2,... Vypocitdme si nevlastni integral:
Inz =1
[ [ [ | S|

r=A=t=InA

In A 29InA 1
= lim tdt = lim {5] = lim = (In*A-0) =

A—o00 0 A—o0 0 A—oo

Integral diverguje, tedy i fada Z — dlverguje
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1 1
= ; = =2,3...
b) fl) rlnz’ J(n) nlnn’ 3
e 00 1 A 1 A 1
Potom/ f(x) dx:/ dz = lim dz = lim I dr =
9 s xlnz A—oco [y xlnx A—oo [y Inz

A
= lim [ln|lnx|] = f}im In|lnA| —In|In2| = co = ftada diverguje.
2 —00

A—o00
o] e’} 1 ‘ A 1
. Potom f(x)de = dr = lim de =
1 1 .’L'Z + xXr A—oo 1 332 +x

c) f(x) =

2+

A1 1 A
= lim (—— ) dz = lim [1n]m\—ln]w+1]] = lim [ln
1 r x+1 A—oo 1 A—oo

z+1

1
‘ —In 3= Inl —In2'=In2 < oo = fada konverguje.

1 00 00 1 ) A 1
V@) = e POtomfl f(x)dxzfl x2+16dx:/}5§o/1 RN

li [1 ¢ I]A lim L (arcte 2 4o 1 L ol <
— lim |-arctg 2| = lim - (arcte = —arctg= | == [ = — ar
Ao L4 g T AN g\ ey At = g TAe ) 500

= fada konverguje.

1 > > 1 41 A
e) f(x):; Potom/1 f(x)dx:/l de: lim —dx:‘ji_r)r;o[ln|x|]1 =

A—>001 xT

= f}im InA—Inl=o00 = ftada diverguje.

Priklad 4.2.3. Pomoci srovndvaciho kritéria rozhodnéte o konvergenci nasledujicich vad:

il b il .
V2 12w 2 > e
S . . 1
Reseni: a) Plati, Ze vn <n, n=1,2,...,takle — > —, n=1,2,....
f n
=1
Vime, ze tada — je divergentni, tedy i fada diverguje.
; -] g y ; \/_ diverguje
b) n" > 2" 2,3 :>1>1 2,3 Rad il‘k
n n = —>— n= .... Rada — je konver-
— ? ? 7 2TL — nn7 3 ot 27’L .]
] . S — 1 )
gentni geometricka rada, tudiz je i rada Z — konvergentni.
(e ———
n=1
1 1
c)lnn<n = —>— n=12... = fada Z— dlverguje
Inn — n
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d) (n+1)3" > 3" n:12...=>i>; n=12....
— Y Y ) 311 — (n_'_ 1)371’ Y

Rada Z 1 konverguje, tedy konverguje i fada Z ;

—~ 3" S — (n+1)3"

Priklad 4.2.4. Rozhodnéte o konvergenci nasledujicich alternujicich rad:

- 1 - 3n - 1
-1)" - b -1 -1 —
DI )31 g 9>
ST ™ . .y .1
Reseni: a) Posloupnost ( —) je klesajici a lim — = 0.
N/ =1 neon

= 1
Podle Leibnitzova kritéria fada Z (—1)" — konverguje.
n _ —

n=1

3 o 3 1
b) Posloupnost ( 9_n5> je klesajici a nh—>nolo o ?z ==3 # 0.

n=1
Lo . - I .

Podle Leibnitzova kritéria fada Z (—1)" — diverguje.

n —

n=1

c¢) Posloupnost | —— je klesajici a lim —— = 0. Takze fada
) Posloup < (n+4)2>n:1 ORI IS ey
= 1
2 (—1)”m konverguje.

Priklad 4.2.5. Rozhodnéte o absolutni konvergenci ndsledujicich tad:

S b) 3 (- D1y

Reseni: a) Rada je alternujici a podle pfedchoziho piikladu je konvergentni.

§ > 1] 1
Rad -1)"—| = — di je dle integralniho kritéria.
ada ; (—1) " ; ~ diverguje dle integrélniho kritéria
- 1
Takze fada Z (—1)" — konverguje neabsolutné.
n=1 n
1\~ 1 1
b) Posloupnost ntl klesajici a lim ntl_ 2 £ 0.
2n ), n—oo  2n 2
o e = an+1 . oy
Podle Leibnitzova kritéria rada Z (1) diverguje, proto nemiize kon-
n=1
- 1 .
vergovat ani fada Z (=) nt ‘ . Rada diverguje.
n=1 n
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1\ 1 . 1
¢) Posloupnost | — e klesajicia lim — =0 = — konver-
) p ( n2)n1 j jicfa lim — Z "
guje podle Leibnitzova kritéria.
y > 1 =1
Rada Z (=)™ | = Z = konverguje podle integralniho kritéria.
n=1 n=1

To znamena, Ze fad i(—l)"iknr je absolutné

0 znamena, ze fada . > onverguje absolutné.

Priklad 4.2.6. Rozhodnéte o konvergenci ndsledujicich tad:

o0 o0 o0

n 1 1\ > Bn+1 <. 8
D gt WY m 9% (hg) AT RS 9 g

n=1 n=1

Reseni: a) diverguje; b) konverguje; c) diverguje; d) diverguje; e) konverguje.

4.3 Mocninné rady

o0

Mocninna fada se stfedem v bodé x, — rfada tvaru g a, (r —x9)", z€R.
n=0

Obor konvergence mocninné fady — mnozina vSech x, pro kterd mocninnéa rada

konverguje.

Polomeér konvergence mocninné rady se stifedem v bodé zy — realné ¢islo r

(o]

takové, Ze mocninné fada E an (7 —20)" = ag + a1(z — ) + ag(x — 20)* + ...
n=0

konverguje absolutné pro vSechna = € (xg —r,xo+r) a diverguje pro vSechna

x € (—o00,x9 — 1) U (T9 +1,00).

1

lim sup /|an|
n—oo

Vzorec pro vypocet poloméru konvergence mocninné rady —r =

Poznamka. Ve vzorci na vypocet poloméru konvergence mocninné fady je horni limita,
limsup, kterd se d4 nahradit obycejnou limitou v ptipadé, Ze existuje lim +/|a,|.
n—oo

Poznamka. Pokud lim supi/|a,| = co, mocninna fada konverguje pouze v bodé xy.
n—oo

Pokud lim sup+/|a,| = 0, mocninna fada konverguje pro kazdé = € R.
n—oo
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Priklad 4.3.1. Mocninna rada Z an (x +3)" md polomeér konvergence 2. Rozhodnéte
n=0
o konvergenci rady v bodech x =0, v=-1, v=-2, x=-3, xr= —6.

Regeni: Stfed fady je -3 a polomér 2. Potom fada konvedguje na mnoziné
(=3 —-2,-3+4+2) = (=5,—1). Body + = —2 a x = —3 lezi unvitf tohoto

intervalu, a proto rada konverguje v bodech x = —2 a x = —3.

Bod x = —1 lezi na hranici intervalu, a proto o konvergenci v tomto bodé bez
znalosti koeficientt a,, nelze rozhodnout.

Body # = 0 a x = —6 lezi mimo interval (=5, —1), mimo obor konvergence,
proto fada diverguje v bodech z =0 a x = —6.

o0

Piiklad 4.3.2. Je ddna mocninnd tada Zan (x —1)". Vime, Ze tada konverguje pro

n=0
xr = 3 a dwerguje pro x = 4. Rozhodnéte o konvergenci Tady v bodech v = —3, = = 0,
r=1,r=2a =25

ReSeni: Rada konverguje na (1 —r,1 + r). Vime, %e bod x = 3 lezi uvnit¥
nebo na hranici tohoto intervalu a podobné bod x = 4 lezi na hranici nebo
mimo tento interval. Z toho plyne, ze polomér konvergence r € (2, 3).

Potom tada s jistotou konverguje v bodech x =0,z =1 a x =2 a s jistotou

diverguje v bodech x = -3 ax =5 .

, . . > (z+1)"
Priklad 4.3.3. Urcete obor konvergence mocninné rady Z %
n n
=1
Reseni: Stied fady je —1 a polomér 7 si vypocitame podle vzorce.

1 1

1
lim {/— =1 m

1
1 [— —_— = = = = 3.

Rada konverguje absolutné na (—4,2) a diverguje na x € (—o0, —4) U (2, 00).

O konvergenci v bodech x = —4 a = 2 rozhodneme dosazenim. Pro x = —4

R S LR e G Vi (=" . V.
E A § AN E ~———. Dostal It du,
mame 2 30 2 n3n 2 n ostall jsme alternujici radu

ktera je konvergentni (podle Leibnitzova kritéria z pfedchozi kapitoly).

3’fL
Podobné pro x = 2 dostaneme radu g 3
n n

n=1

(integralni kritérium). Z toho plyne, Ze mocninné fada diverguje pro x = 2 .

o0

1
= g —, kterd je divergentni
n
=1

Oborem konvergence této mocninné fady je tedy mnozina (—4,2).
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o
Priklad 4.3.4. Urcete obor konvergence mocninné rady Zn” x" se stredem v 0.
n=0

Reseni: lim V/n" = limn=00 = M = {0}.

n—oo n—oo

Priklad 4.3.5. Mocninna tada Zan (x —2)" md polomeér konvergence 3. Rozhodnéte

n=0

o konvergenci rady v bodech x =0, v = -1, v=-2, x=2.
Reseni: Konverguje v bodech z = 0 a z = 2, diverguje v bodé z = —2 a v
bodé x = —1 nelze rozhodnout o konvergenci.

[e.e] . 2 n
Priklad 4.3.6. Urcete obor konvergence mocninné rady Z %
n n

n=1

ReSeni: M = (0,4).

Priklad 4.3.7. Urcete obor konvergence mocninné fady Z x" se stredem v 0.

n=0

Regeni: (—1,1).
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