Posloupnosti a Fady

Predstavme si, Ze budeme sledovat teplotu vzduchu (na nékterém konkrétnim misté, tieba za
na$im oknem) kazdy den pocinaje nékterym zvolenym dnem vzdy v 7° hod. Naméfené
hodnoty pak budeme zapisovat v potadi, v jakém jsme je zaznamenali, dostaneme (napf.):

Den I [2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9
Teplota °C | 8,1 7,6 1 6,819,0|8,5|6,7]|28]1,9]3,2
Vidime, ze v tomto piehledu jsou pfirozenym Cislim 1, 2, 3, 4, ... pfifazovana realna ¢isla
8,1;7,6; 6,8;9,0; ... atd.

Toto pfifazeni je funkci, jejimz argumentem je vzdy pfirozené ¢islo; mluvime o posloupnosti
¢isel. Namétené hodnoty jsou pak ¢leny této posloupnosti.

Funkce, jejimz defini¢énim oborem je mnozina piirozenych ¢isel N, se nazyvéa nekonecna
posloupnost. Piitom v tomto piipad¢é argument zapisujeme jako index, piSeme

f) =ay,f(2) =af3) =as,...f(n) = ay, ..
Konecnou posloupnosti nazyvame kazdou funkci, jejimz defini¢énim oborem je kone¢na
podmnozina mnoziny pfirozenych ¢&isel tvaru {n € N,n < ny}, kde ny, € N je pevné zvolené
¢islo. Kone¢nou posloupnosti je posloupnost namétenych teplot z tvodniho ptikladu.

Posloupnost zaddvame vyctem prvki, vzorcem pro n-ty ¢len, nebo rekurentné, tedy vztahem,
pomoci kterého z ptredchoziho Clene (nebo vice predchozich ¢lentl) ziskdme novy ¢len
posloupnosti.

Piiklad: Uvazujme posloupnost vSech sudych ¢isel.
Zadani vyétem prvki: {a,}7 = {2,4,6,8,10 ...}
zadéani vzorcem pro n-ty €len: a, = 2n

zadani rekurentni: a, = 2,a,,, = a, + 2.

Aritmeticka posloupnost je kazda posloupnost uréend rekurentné pomoci vztahti

a, =a,a,,1 =a, +d,VYn € N.
Cislo d se nazyva diference (rovna se diferenci, tj. rozdilu dvou po sobé& jdoucich &lenti
posloupnosti).

Cleny aritmetické posloupnosti maji zajimavou vlastnost: kazdy ¢len (poéinaje druhym) je
roven aritmetickému priiméru sousednich dvou ¢lenti:
Plati

Any1tan—q

An+1 — An = Ap — Qp—q (: d), odtud a, = 5

Snadno vidime, Ze n-ty ¢len aritmetické posloupnosti se da vyjadfit pomoci prvniho ¢lenu a
diference:
a, =a, +(n—-1)d

a pro libovolné dva ¢leny posloupnosti a,,, a,, plati
Ay = ap + (m —n)d.

Piiklad:
Mame secist prvnich 50 ptirozenych ¢isel. Vyhodné je postupovat tak, ze je napisSeme vedle
sebe vzestupné a pod to sestupné a oba radky secteme, dostaneme



1 + 2+43+4-+49+50
50+49+--+3+ 2 +1
51+51+51+-+51+51=50-51

e oy o , TR e 1 50-51
tedy soucet jednoho fadku — nasich prvnich padesati ptirozenych cisel je roven —

JestliZze tuto tvahu zobecnime, dostaneme vztah pro soucet prvnich n ¢lend aritmetické
posloupnosti a; + a, + az + -+ a, = s,,. Plati

_ a + an
nTg
ReSené piiklady:

1) Méame urcit prvnich pét ¢leni aritmetické posloupnosti, je-li a; = 10, ag = 8.
Reseni:

d=a,—as=10—-8=2,

as =ag—d=8—-2=06,

a,=as—d=6-—2=4,

a;=a,—d=4-2=2,

a,=a;—d=2-2=0,

ag=a,—-d=0—-2=-2.

{al) aZ) a3P a44 aS} = {_2)0)2I4I6}'

le—

2) Zjistéte, je-li posloupnost { nrz_

6} aritmetickd; v kladném ptipad¢ urcete a1 a d.
1

Reseni:

2_ _ —_

q, =208 = @DMHD) _ 3 (4 2%0 neN)
n+2 n+2

Ane1—ap=M+1)—-3-n-3)=1d=1, a;=-2

3) V aritmetické posloupnosti je dano a, = 18, a, = 16. Urcete a4, d, a;,.

Reseni:
Un =y +(m—n)d tedy a;=a,+3d a 16=18+3d =>d=-2,

a,=a;,+(n—1)d tedy a,=a;+3d a a,=a,—3d = a, =20

a10=a1+9d=20+9-(—§)=14 ao = 14

4) Urcete prvnich Sest ¢lent aritmetické posloupnosti, jestlize plati a, + a, = 24, % = g .
7

ReSeni:

a+a,=24=ay+d+a; +3d 20, +4d =24 d ==

a, = 2, d=5
{a,}$ =2,7,12,17,22,27.




5) Osm ¢isel tvofi aritmetickou posloupnost. Urcete tato Cisla, jestlize soucet prostfednich
dvou je 41 a soucin krajnich dvou je 114.

Reseni:
a, +as =41, a,-ag =114
114 41-2a,
a1+3d+a1+4d:41, al'(a1+7d):114 :a1+7d:a_, d:T
1
a+(a+7d) =41, a;+7d="" = a+—=41 a} —4la; +114=0
1 1

(a; —3)(a; —38)=0

. ay=3, d=5, {a,)%=3,8,13,18,23, 28,33, 38
2. a; =38,d = -5, {a,}% = 38,33,28,23,18,13,8,3

6) Délky stran pravouhlého trojtihelnika tvoii aritmetickou posloupnost, piicemz délka delsi
odvésny je 24 cm. Vypocitejte jeho obvod.

Reseni:
a=a,=a,—d=24—-d, b=a,=24, c=a3=a,+d=24+d
O=a+b+c=24—-d+24+24+d=72

Pozn. Viibec jsme nevyuzili faktu, Ze trojihelnik je pravouhly. Pfesvéd¢ime se o tom — musi
existovat d tak aby platilo
(24 +d)?> = (24 —d)? + 24% 242 +2-24d + d? = 24? — 2 - 24d + d? + 247
4-24d =24? 4d=24 d=6 a=18, b=24, c=30.

7) Mezi ¢isla a = 2,6; b = 4,7 vlozte 9 cCisel tak, aby se zadanymi tvoftila aritmetickou
posloupnost.

Reseni:
a1=a=2,6 a11=b=4,7
47 =26+10d d=2"2%_-021
{a, 1 = 2,6;2,81; 3,02; 3,23; 3,44; 3,65; 3,86; 4,07; 4,28; 4,49; 4,7.

8) Velikosti uhlt v trojuhelniku tvofi aritmetickou posloupnost. Urcete tyto uhly, jestlize pro
nejmensi z nich plati « = 20°.

Reseni:
a=a,=20,=a,=20+d,y =a3 =20+ 2d
Sy = 180=§(al+a3) :3(20+20+2d) 120 =40 +2d d = 40
(a,B,7) = (20°,60°,120°).

9) Najdéte vztah pro soucet prvnich n lichych ¢isel.

Reseni:
Sn:1+3+5+"'+2n_1' a1:1' anzzn—l sn:§(1+2n—1):n_2
1+3+54+-+2n—1=n2




10) V aritmetické posloupnosti je d = —12, a, = 15. Pro jaké n je s,, = 4567
Reseni:
a,=15 a,=a,—-(n—-1)d=15+12(n—1) =12n+ 3,

n n 1
sn =7 (a1 +ay), 456 == (12n+3 +15) = 5 (12n* + 18n)

912 =12n>+18n < 2n*+3n—-152=0

—-3+,/9-4-2:(—-152) —-3%35 19
Tl1,2= 2.2 == 4 n1:8, Tl2=—?$N Tl=8

Geometricka posloupnost je kazda posloupnost urcené rekurentné pomoci vztahii
a, =a,0,41 = a,*q,Vn € N,
Cislo g se nazyva kvocient (rovna se podilu dvou po sob¢ jdoucich ¢lenti posloupnosti).

Cleny geometrické posloupnosti maji nasledujici vlastnost: kazdy ¢len (pocinaje druhym) je
roven geometrickému priiméru sousednich dvou ¢lenti:
Plati

n+1 __ On _ 2 _ . — .
- (_ q)a Odtud ap = Aupy1 " Ap-1, |an| - Apt1 " Ap—q.
an an-1

Snadno vidime, Ze n-ty ¢len geometrické posloupnosti se da vyjadrit pomoci prvniho ¢lenu a
kvocientu:
— . on—1
ap =4a1 " q

a pro libovolné dva ¢leny posloupnosti a,,, a,, plati

— . am—-n
aAm =0, q .

Odvodime vztah pro soucet prvnich n ¢lent geometrické posloupnosti:
Je

S, =a; +a,q +a,q*>+ -+ a; g™t
qs, = a1q+a;q*+ -+ a;q" " +a;q"
Sy — Sp = 14" —

sp(g—1) =a,(q" - 1) snzqq—_l1 progq #1, pro q=1jeziejmés, =n-q.

Resené piiklady:
1) Vypocitejte prvnich Sest ¢lenti geometrické posloupnosti, ve které je a; = 8, a, = 128.
ReSeni:
a,=az-q’"3 128=8-q* q*=16 q=2

a=az-q"% a;=8-

{a,} =2,4,8,16,32,64.




2) K ¢islam 2, 16, 58 pfictéte stejné Cislo tak, aby vznikla ¢isla tvofila prvni tfi ¢leny
geometrické posloupnosti. Napiste prvnich Sest jejich ¢lend.

Reseni:
a;=2+x, a,=16+x, a3 =58+x
l6+x=02+x)q
58+x=(16+x)q
42=(16+x)'q—2+x)-q=14q q=3
16+x=2+x):3=6+3x 2x=10 x=5

{a,}¢ =7, 21, 63, 189, 567, 1701.

3) Oveite, ze ¢isla V5 — /2, V3, V5 + V2 tvoti prvi tii Eleny geometrické posloupnosti.

ReSeni:
as = a; - das
a, =\/§—\/§, a, :\/§' as :\/g'f‘\/i;
(\/5)2 = (\/g — \/E) (\/§ + \/7) (napravo rozdil ¢tvercll) 3 = 5 — 2 tvrzeni plati.

4) Mezi koteny kvadratické rovnice x2 — 66x + 128 = 0 Vlozte ¢tyfi &isla tak, aby spolu
s témito kotfeny tvofila prvnich Sest ¢lenli geometrické posloupnosti.

Reseni:
x> —66x+128=0 & (x—-2)(x—64)=0

l.a;=2,a,=64 64=2-q° ¢°=32q=2
{a,}$ =2,4,8,16,32,64 .

2. a1:64,a6:2 2:64'q5 qszilq:%

{a,} = 64,32,16,8,4, 2.

5) Najdéte n-ty clen geometrické posloupnosti, jestlize pro prvnich Sest jejich ¢lenti plati
a,—a,+az3 =9, a,—as+ag =72

Reseni:
a; —a.q + alqz =9
a1q3 - alq4 + alqs =72 qg(a1 —a.q + a1q2) =72
qg3-9=72 ¢®*=8q=3

a(1-q+¢)=9 a(1-3+9)=9 7a;=9 a, ="

:l_ 3n+1

— n-1 _ 2an-1
a, = a1q = ;3 an =



6) Délky hran kvéadru tvofi geometrickou posloupnost, pro jeho povrch S plati S = 78 cm?,
pfi¢emz pro soucet délek hran vychazejicich z jednoho vrcholu platia + b + ¢ = 13 cm.
Urcete objem tohoto kvadru.

Reseni:
a+b+c=13, 2(ab+ ac+ bc) =78
a=ay, b=a,q, c=a,q?

a, +a,.q+a,q> =13, a,- a;q+a;- a;q*> +a,q- a;q* =39
aq(a; + %1‘1 +a.q*) =39

a,9-13=39 a;q=3 a1:;

i

243+3¢=13]-q 3¢°—10g+3=0 g, =222

=9, V=abc=27,
=1, V =abc=27.

7) Pocet obyvatel v jistém mésté se za 5 let zvysil o 12 %. Jaky byl primérny ro¢ni ptirastek?

Reseni:
Plivodni pocet obyvatel c X
pocet obyvatel po 5 letech ... 1,12x
ro¢ni pfirtstek e q
pocet obyvatel po 1.roce ...x-q
podet obyvatel po 5.roce ... x'q° x-q°=112x q=13/112 ~ 1,0229

Roc¢ni ptirtstek obyvatel v daném mésté je ptiblizné€ 2,3 %.

V nékterych situacich byva potiebné zjistit, jak se chova vzrist nebo pokles ¢iselnych udaji
je-li zména zadana v procentech:

Vzrust kazdého ¢lenu o p % znamena vzrist ze 100 % jeho hodnoty na (100 + p) % této

hodnoty, takze ¢leny se zvétSuji v poméru 1(10% =1+ % , pti poklesu se ¢leny analogicky

zmenSuji v poméru 1 — %. Jednotlivé hodnoty tedy tvoii geometrickou posloupnost s timto
kvocientem.

Zajima nas, za kolik let vzroste ulozenych a K¢ pfi stalém ro¢nim ptirastku o p % na
k nasobek ptivodni ¢astky:
Oznacime velikost vkladu po n letech jako a,, stav po (n + 1) letech pak je

an+1=an(1+%), a1=a-q=a-(1+%), anza(1+1%)n=k-a,tedy
(1+2) =k ahledime n: log (222)" = logk

100+p
100

logk
log(100+p)—2

n(log(100 + p) —log100) =logk n =

(pro konkrétni p a k se vysledek zaokrouhli na celé ¢islo nahoru).



Priklad: Na jaky urok mame ulozit 10 tisic K¢, aby po 5 letech ¢astka vzrostla na 25 tisic K¢?

_ (100+4p)’

25 =10(1 +%)5 2,5 =0

(100 +p)® =25-100° 100+p=100-325  (3/25=12)
100+p =120 = p=20

Castku je tfeba ulozit na 20 % trok.
Geometrickd Fada

Nekone¢nou fadou rozumime vyraz, ktery vznikne tak, Ze mezi ¢leny posloupnosti vlozime
znaménko +, tedy je-li {a,,} posloupnost, pak piislusna nekone¢na fada ma tvar
a; +a, +az+ -+ ay +

a tento vyraz znaime symbolem Y,_; a, .

Problémem, jestli a kdy existuje ¢islo (vyraz), ktery mizeme pokladat za vysledek takového
souctu (tedy za soucet nekonecné fady), se zde nebudeme zabyvat, v§imneme si pouze
ptipadu, kdy vychozi posloupnost je geometricka.

K tomu je potfeba zminit se o pojmu limity — nebudeme zde formulovat pfesnou definici, jen

intuitivné:

Plati lim a, = [, jestlize existuje (libovolné malé) kladné ¢islo € tak Ze od jistého indexu n,
n—->oo

plati pro kazdé n > nq vztah |a, — [| < ¢, tedy jdeme-li v posloupnosti dostate¢né¢ daleko,

¢leny posloupnosti se k limité€ blizi na libovolné malou (pfedem zvolenou) vzdalenost.

Pro nas budou v dal$im dulezité dve limity: lim % =0 aprolal <1 lima™=0.
n—>oo n—->oo

Vratme se ke geometrické rade:
Je-li {a,}7° geometricka posloupnost, potom

ataq+a g+ Faqt+ = Z gt
n=1
je geometricka fada. Plati-li |q| < 1, muzeme ur¢it jeji soucet jako limitu vyrazu, ktery udava
soucet prvnich n ¢lend geometrické posloupnosti (kterému fikame n-ty ¢astecny soucet fady):

ReSené priklady:
1) Je déna geometricka fada 8, 2, %, .... Urcete jeji soucet.
Reseni:

IR 1 . 8 84 392
Zrejme.]ea1:8; q:Z.TakZGS:F:‘L—:?



2) Mame vyjadiit &islo 0,777 jako zlomek. (Nekoneény periodicky rozvoj maji pouze
raciondlni ¢isla, takZe uloha ma smysl.)

2 n-1
7 7 7 7 07 1,7 (1 7 (1
07777 o= Tt Lot L= L L T (LY T ()T
10 ' 100 10m 10 ' 10 10 ' 10 \10 10 \10
=2 g=lt ¢-T. 1 _ 17
1700970 710 1-=  10-1 9

3) Najdéte soudetfady s +Z+-+2+-+—+—+—+--

Reseni:
Rada neni geometricka, ale jeji liché ¢leny a sudé Eleny, kazdé zvlast, geometrické fady tvoii.
Nejdiiv tedy provedeme upravu

S e E Y CE o Fae W ey
2 3 4 9 8 27 16 81 2 4 8 16 3 9 27 81

(Tuto Gpravu miizeme provést v piipadé, Ze fada ma Cleny s kladnymi znaménky a obé

vzniklé fady maji soucet.)
1 1 1 1 1 1 3 1 3
S=-r—+-—==2+--=1+-=-.
2 1—E 3 1—5 2 3 2 2 2

4x-3
3x—4 "

4) Reste rovnici 1+ 2 + iz + %4_ S
x X X

Reseni:
Na levé strané rovnice je geometricka fada, ve které jea; = 1,q = % . Plati tedy (pro |§| <1

L= X P Bx—4)=(dx—3)(x —2)

1-2 7 3x-4 x-2 3x-4
X

x2—-7x+6=0 (x—1D(x—-6)=0

x =1nevyhovuje (|[=2>1), [l=3<1 x=6



