VYSOKE
UCENI

By ) TECHNICKE
~ &/v BRNE

S

FAKULTA
ELEKTROTECHNIKY
A KOMUNIKACNICH
TECHNOLOGI]

Matematika 3

Shirka prikladi z numerickych metod

RNDr. Michal Novak, Ph.D.

USTAV MATEMATIKY






Matematika 3

Obsah

1 Soustavy linearnich rovnic

1.1 Jacobiho a Gauss-Seidelova metoda . . . . . . . . .. .. ...
1.2 Otéazky k zamysleni . . . . . . . . .. oo
1.3 Priklady ke zkousce . . . . . . ..o

2 Reseni jedné nelinearni rovnice
2.1 Algoritmy zalozené na déleni intervalu, na némz lezi pravé jedno feseni

2.2 Otazka kzamysleni . . . . . . .. ... Lo
2.3 Metody vychazejicizbodu . . . . . .. ... o
2.3.1 Metoda tecen (Newtonova metoda) . . . . ... ... ... .....
2.3.2 Otézky kzamysleni . . . . . . . .. .. o
2.3.3 Metoda prosté iterace . . . . .. ...
2.4 Priklady ke zkousce . . . . . ...

3 Soustava nelinearnich rovnic

3.1 Newtonova metoda . . . . . . . . ... ... .
3.2 Otazky k zamysleni . . . . . .. ..o
3.3 Priklady ke zkousce . . . . . ..o

4 Aproximace funkci

4.1 Interpola¢ni polynom a splajn . . . . . . .. ...
4.2 Metoda nejmensich ¢tverca . . . . . ... o Lo
4.3 Otazky k zamysleni . . . . . . .. .. oo
4.4 Priklady ke zkousce . . . . . ...

5 Numericka integrace

5.1 Slozena lichobéznikova a Simpsonova metoda . . . . . . . . ... ... ...
5.2 Otézky k zamysleni . . . . . . . ... L
5.3 Priklady ke zkousce . . . . . ...

6 Obycejné diferencialni rovnice
6.1 Jednokrokové metody . . . . . . . ...
6.2 Otazky k zamysleni . . . . . .. . ...
6.3 Priklady ke zkousce . . . . . ... oL



Fakulta elektrotechniky a komunikacnich technologii VUT v Brné




Uvod

Na FEKT a FIT VUT jsou ve tretim semestru vyucovany predmeéty Matematika 3
(BMA3, KMA3), resp. Numerickd matematika a pravdépodobnost (INM). Predméty
jsou az na jednu drobnost stejné. Poskytuji studentim tvod do dvou odlisSnych casti
matematiky: numerickych metod a pravdépodobnosti a statistiky. Po nékolik let citelné
chybéla vhodna sbirka ptikladi, ktera by kopirovala prednasky téchto predméti v
podobném duchu jako sbirka [5] pro pfedmét Matematika 2 na FEKT. V roce 2008 tento
problém c¢astecné vyfesily autorky HLAVICKOVA, HLINENA sbirkou z pravdépodobnosti
a statistiky (literatura [4]). Nyni pfedkladam studenttim zbyvajici ¢ast — sbirku ptikladi
z numerickych metod.

Priklady ve sbirce jsou fazeny do kapitol tak, aby odpovidaly problémtim fesenym na
prednasce. Zvolil jsem pristup nikoliv po metodach, jak by bylo urcité ,pfijemnéjsi“ pro
studenty, ale po problémech, protoze pravé tento pristup je mnohem blizsi realné technické
praxi. VSechny kapitoly dodrzuji jednotnou strukturu:

Nacvik algoritmu: vzdy na zacatku jsou uvedeny priklady, v nichz jsou predpfipraveny
vSechny vstupni idaje tak, aby bylo mozno naprosto bezmyslenkovité a bez jakych-
koliv hlubsich tivah pouzit presné vyjmenované metody. Tyto ¢asti jsou pojmeno-
vany podle jednotlivych metod, jejichz algoritmy se procvicuji. V kazdé prislusné
¢asti (s jedinou vyjimkou) je uvedeno 10 feSenych piikladi se v8emi potfebnymi me-
zivysledky. Vsechny mezivysledky uvddéné v textu jsou vystupem naprogramovanych
algoritmu programu MATLAB, u nichZ byl zvolen krdtky formdt vypisu, ktery im-
plicitné zaokrouhluje presnée vysledky na 4 desetinnd mista. Pri pocitdni byste méli
pracovat co nejpresnéji (napr. na 7 desetinniych mist) a teprve konecné vysledky za-
okrouhlovat. Pokud budete vsechny mezivysledky pribéezné zaokrouhlovat pouze na 4
desetinnd mista, nebo jen opisovat mezivysledky ze sbirky, zcela jisté se budou vase
vysledky od téch uvedenych ve sbirce lisit.

Otazky k zamysSleni: poté, co je procviceno dosazovani do vzorcu a algoritmu jednotli-
vych metod, jsou uvedeny otazky k zamysleni. Pravé zvladnuti této casti je klicové
pro pochopeni riznych zptsobiu feseni problémi, jimiz se BMA3, resp. INM zabyva.
védeét, proc tyto otazky byly viibec polozeny, byste se méli vratit k ptivodnim zada-
nim a hledat, jak pri jejich TeSeni tyto otazky a odpovédi na né ovliviiuji slozitost,
rychlost a pfesnost vypoctu.

Priklady ke zkousSce: nakonec jsou uvedeny nékteré priklady, které byly zadany u zkou-
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sek z BMA3 / INM v letech 2007-9. Tyto pfiklady prosim berte skutecné jen jako
priklady toho, co 1ze u zkousky ocekavat. To, jestli umite fesit dané problémy a
jestli rozumite prislusnym souvislostem, lze zjistit mnoha riznymi zptiisoby.

Na rozdil od sbirek [5] a [4] neni v tomto textu zahrnuto stru¢né shrnuti latky. Davo-
dem je skutecnost, Ze strucnost by v tomto pfipadé nebyla na misté, protoze neni mozné
pouze uvést prislusné vzorce, ale je nutné znat rozdily v povaze jednotlivych pristupt k
feSeni problémii. Dalsim divodem je fakt, Ze jen zahrnuti pouhjch vzorctt by v mnoha
pripadech samo o sobé nebylo prilis strucné. Pri praci se sbirkou byste proto méli neustale
mit po ruce skripta [3].

P1i teseni jakéhokoliv problému z numerickych metod byste neméli zapominat na to,
ze numerické metody jsou pouze jednim z moznych pristupii k feseni realnych technickych
problémil. Ve své praxi se navic setkate se zadanim formulovanych naprosto prakticky,
napt.: Navrhnéte nejvhodnéjsi (tj. podle potreby napt. nejekonomictéjsi, nejméné kon-
strukéné ndrocény, nejpohodinéjsi z hlediska zdkaznika) zpisob vytdpéni prednich sedadel
automobilu. Pritom dostanete konstrukcni vykresy automobilu a budete znat prislusné pa-
rametry (napt. pouZité autobaterie). Pti FeSeni budete postupovat nejspise takto:

1. Problém (zde vytapéni sedacek automobilu) vyjadiite v fe¢i matematiky.

2. Rozhodnete se, zda matematickou tlohu budete Tesit analyticky nebo numericky
(Casto si lze vybrat).

3. Zvolite vhodny zpiisob TeSeni, tj. — pokud jste se v bodé 2 rozhodli pro numerické
feSeni — zvolite vhodnou numerickou metodu.

4. Zapisete matematickou tlohu do feci zvolené numerické metody, tj. algoritmu.
5. Algoritmus probiha, ve vhodnou chvili jej ukondite.
6. Se znalosti redlného problému vhodné interpretujete ziskané vysledky.

K tomu, abyste mohli udélat kroky 1 a 6 potiebujete zkombinovat znalosti ziskané ve
vSech predmeétech se svymi zkusenostmi. K tomu, abyste si mohli vhodné vybrat v bodé 2,
potifebujete mit komplexni znalosti ze vSech matematickych predmétii a mit matematiku
yzazitou“. K tomu, abyste se pfi feseni dostali pres body 3 a 4, potfebujete rozumét
jednotlivym numerickym metodam (a k tomu pravé ptispivaji ¢asti Otdzky k zamyslens).
Naopak, pokud problém redukujete pouze na bod 5, nepotiebujete vice nez vytesit nekolik
zadani z této sbirky (a ostatni text ignorovat). Problém vyhiivani sedadel v automobilu
ovsem takto ke spokojenosti zakaznika ani svého budouciho zaméstnavatele rozhodné
nevytesite.

Pokud véas numericky pristup k feSeni matematickych, resp. technickych problémi,
zaujme, muzete si v magisterském studiu (na FEKT) zvolit povinné volitelnych pfedmét
Moderni numerické metody. Tato sbirka vam pomutze i v ném — v nékolika kapitolach
jsou zadani stejna jako ve shirce [2]. ReSena jsou v8ak jinymi metodami, takze budete mit
moznost porovnat mnohem vice riiznych postupi.

autor



Kapitola 1

Soustavy linearnich rovnic

1.1 Jacobiho a Gauss-Seidelova metoda

Zadani prvnich péti prikladd je jednotné: Provedte 2 kroky teseni ndsledujicich soustav
rovnic Jacobiho metodou a poté Gauss—Seidelovou metodou. Za pocdatecni aproximaci volte
7 = (0,0,0). Poté srovnejte ziskand veseni s presnym Fesenim ziskangm néjakou primou
metodou. Samoziejmé vzdy ovéite, ze v dané situaci bude zvolenad metoda konvergovat —
pokud tomu tak neni, konvergenci zajistéte.!

T+ 5]72 — 8$3 = —6, 5
101’1 + 4.CE2 — 5.233 = 1.5
x|+ 121‘2 - 101‘3 —2, 5

Reseni: Soustava neni v itera¢nim tvaru, Jacobiho ani Gauss-Seidelova metoda
proto obecné nebude konvergovat. Pfeskladame-li rovnice v potadi (2), (3),
(1), budou obé metody konvergovat.
Jacobiho metodou dostavame () = (0,15; —0,2083;0,8125) a
+® = (0,6396;0,4562;0,7010), resp. Gauss-Seidelovou metodou do-
stavame (M) = (0, 15; —0,2208; 0,6932) a 22 = (0, 5849; 0, 3206; 1, 0860).
Pfesné feseni této soustavy je x = (0,5;1;1,5).

31’1 -+ 10$2 — 51’3 = 8
20!E1 + 4(132 + 61’3 = 30
Tr1 — To + 41’3 =4

1Zadéni pochazeji ze sbirky [2], kde jsou vSak fesena také dalsimi metodami.
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ResSeni: Soustava neni v itera¢nim tvaru, Jacobiho ani Gauss-Seidelova metoda
proto obecné nebude konvergovat. Pieskladame-li rovnice v pofadi (2), (1),
(3), budou obé& metody konvergovat.
Jacobiho metodou dostavame () = (1,5;0,8;1) a 3 = (1,04;0, 85;0, 825),
resp. Gauss-Seidelovou metodou dostavame () = (1,5;0,35;0,7125) a (2 =
(1,2163;0,7914; 0, 8938).
Pfesné feseni této soustavy je x = (1;1;1).

31}1 -+ 45[}2 — 5.1'3 = —0, 75
41 + 529+ 323 = 13,25
—5I1 + 41’2 — 3$3 = —7, 75

Reseni: Soustava neni v itera¢nim tvaru, Jacobiho ani Gauss-Seidelova metoda
proto obecné nebude konvergovat. Zadnym pfesklddanim rovnic nemtizeme
docilit, aby soustava byla diagonalné dominantni, tj. abychom mohli pouzit
Jacobiho metodu. Pokud vsak rovnici pfepiseme do maticového tvaru Ax = b,
pak pro soustavu ATAx = ATb, t;.

501’1 + 12£L'2 + 12!173 = 89, 5

1221 + 57y — 1723 = 32,25

122y — 1729 + 4323 = 66,75
budeme moci pouzit Gauss—Seidelovu metodu.
Dostaneme, ze () = (1,79;0,1889; 1,1275) a 23 = (1,4741;0,5917; 1, 3749).
Pfesné Teseni této soustavy je x = (1,25;0,75;1,5).

1,2521 +4,875x2 + 2,923 = 9,85
7,351 — 2,875x9 — 1,253 = —1,075
17, 25(]1 + 4172 + 3, 35(73 = 17, 55

Reseni: Soustava neni v itera¢nim tvaru, Jacobiho ani Gauss-Seidelova metoda
proto obecné nebude konvergovat. Zadnym pfeskladanim rovnic nemtizeme
docilit, aby soustava byla diagonalné dominantni, tj. abychom mohli pouzit
Jacobiho metodu. Pokud vsak rovnici prepiseme do maticového tvaru Ax = b,
pak pro soustavu ATAx = ATb, tj.

351,425z, + 53,7625z + 51,1975z = 306,27125
53,7625z + 48, 0312525 4+ 30,93125z; = 121, 309375
51,197521 + 30,93125z5 + 20,8625z = 87,82375
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budeme moci pouzit Gauss—Seidelovu metodu.

Dostaneme, ze 2™ = (0,8715; 1, 5501; —0, 2273) a 2(® = (0, 6675; 1,9249; —0, 2823).
Metoda konverguje k feseni (0,6024;2,0444; —0.2998). Soustava vsak md
nekonecne mnoho resent, protoZe treti rovnice je dvojnasobkem souctu proni a
druhé rovnice. Nema tedy smysl pouZivat jakékoliv iteracni metody.

1OZE1 + 21‘2 — 31’3 = 07 6
71’1 — 14132 — 31’3 —3, 7
T1 + 49 + 3323 11

Reseni: Soustava je v itera¢nim tvaru.
Jacobiho metodou dostavame (M = (0,06;0,2643;0,3333) a
+@® = (0,1071;0,2229;0,2995), resp. Gauss-Seidelovou metodou do-
stavame x(M) = (0,06;0,2943;0,2958) a 22 = (0,0899; 0, 2458; 0, 3008).
Pfesné feseni této soustavy je x = (0,1;0.25;0.3).

Zadani zbyvajicich ptikladi je opét jednotné: Vhodnou metodou najdete reseni nasledu-
jicich soustav. Pracujte s piesnosti e = 0,01 a volte (0 = (0,0,0).2

6.
501‘1 + 21‘2 + 3%’3 = 589, 3
Try — 26xy —3z3 = —32,05
x1 — 6x9 + 4023 = —637,65
ReSeni: V 6. kroku Jacobiho metody ziskAime s danou piesnosti feseni
x = (12,45;6,35; —15, 3).
7.

10[[’1 + 2[L‘2 + 31’3 = 9]., 3
63, 2
—148,05

71’1 - 11$2 — 31’3

r1 — 629 + 8x3

Reseni: V 19. kroku Jacobiho metody =ziskdme s danou pfesnosti Feseni
r = (12,45;6,35;—15,29). Soustava pritom md stejné TeSeni jako
predchazejici soustava, tj. x3 = —15,3.

21 tato zad4ni najdete ve sbirce [2].
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5L'1—|—233'2+3.T3 = 3
2[[’1 —31'2 —4l‘3 = -1
31 —I2+2$3 = 2

Reseni: Reseni této soustavy rovnic je = = (1,1,0).

1+ 229+ 33 = 2,58
2.1’1 - 3%2 - 4373 = 7, 49
31 — T2 +2£L’3 = 5,63

Reseni: Ve 38. kroku Gauss-Seidelovy metody ziskdme s danou pFesnosti feseni z =
(3,39;1,66; —1,41). Reseni této soustavy rovnic je piitom (po zaokrouhleni)
r = (3,4571;1,7814; —1,48).

10.
7,351 — 2,875x9 — 1,253 = —1,075

1,2521 + 4,87525 + 2,973 = 9,85
—7,3521 42,8751 + 1, 2575 3,29

ReSeni: Soustava nemé FeSeni.

1.2 Otazky k zamysleni
Vsechna vyse uvedena zadani jsou velmi zjednodusena a umélé. V realnych situacich:

e se pocet rovnic pohybuje v desitkach, stovkach, nékdy i tisicich,

stavy nelinearnich rovnic, vicekrokové metody feseni diferencidlnich rovnic a jiné),

e nemusime znat charakter soustavy rovnic (tedy zejména nemusime védét, kolik ma
feSeni - viz napft. zadani 4),

e nemusime znat (rozumny) odhad FeSeni.

To s sebou samoziejmé prinasi mnohé problémy:
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1. Jak zjitit, ma-li soustava pravé jedno feseni? Uvédomte si, Ze soustava muze mit
desitky rovnic — lze pak rozumné pouzit Frobeniovu vétu??

2. Jak ovérit podminky konvergence, je-li soustava rozsahla, nebo pokud vznikla na
zakladé predchéazejicich vypoctia? Jak konvergenci v tomto piipadé zarucit?

3. Jak odhadnout pocéatecni aproximaci? Obé uvadéné metody — pokud konverguji —
konverguji pro libovolnou pocatecni aproximaci. Mohlo by se tedy zdat, Ze nezalezi
na tom, kolik krokt vypoc¢tu probéhne, protoze v redlnych situacich bude nejspis
vzdy pracovat stroj. Uvédomte si vSak, ze v kazdé kroku vypoctu se dopoustime
alespon zaokrouhlovacich chyb.

4. Je viibec soustavu moZno fesit numericky?*

1.3 Priklady ke zkousce

1. Je d4na soustava rovnic:

3r+10y — 5z = 8
20x +4y +62 = 30
rT—y+9z =

Zvolte pocatecni aproximaci #(® = (0,0,0) a provedte 2 kroky Jacobiho metody
vedouci k nalezeni feseni dané soustavy.

2. Je dana soustava rovnic:

dr 4+ 10y — 5z = 9
20z +4y + 62 = 30
2 —y+5z = 6

Zvolte poc¢atedni aproximaci #(® = (0,0,0) a provedte 2 kroky Jacobiho metody
vedouci k nalezeni feseni dané soustavy.

3. Je dana soustava rovnic

r+5y—8z = —6,9
10z +4y — 52z = 1.5
r+12y — 102 = —2,5

Déle je ddno (¥ = (0,0,0). Provedte dva kroky Jacobiho nebo Gauss-Seidelovy
metody vedouci k nalezeni reseni této soustavy.

3V této souvislosti byste méli znat definici determinantu a védét, co presné déld matematicky pro-
gram, kdyz determinant pocita.

4Jedna se o problém stability, ktery nespada do bakalaiského studia. Piiklady nestabilnich soustav
jsou uvedeny ve sbirce [2] a textu k pfedndskdm z pfedmétu Moderni numerické metody tychz autort.
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. Je dana soustava rovnic

r+5y—10z = -9,5
10z +2y — 5z = 0,5
r+12y — 102 = —2,5

Déle je ddno z(® = (0,0,0). Provedte dva kroky Jacobiho nebo Gauss-Seidelovy
metody vedouci k nalezeni 1eseni této soustavy.

. Jsou dany vektory @ = (1,2,3), ¥ = (3,2,1), @ = (2,1, 3). Naleznéte prvni aproxi-

maci koeficientl a, b, ¢ takovych, aby platilo
aii + bi + e = k,

kde k = (1,2,1). P¥itom za pocatecni aproximaci volte O = (0,0,0). Napovéda:
Nejprve ze zadané podminky sestavte soustavu rovnic.

. Jsou dany vektory @ = (1,2,3), ¥ = (3,2,1), @ = (2,1, 3). Naleznéte prvni aproxi-

maci koeficientl a, b, ¢ takovych, aby platilo

ait + bo + it = k,

kde k = (3,2,2). Pfitom za pocatecni aproximaci volte O = (0,0,0). Napoveda:
Nejprve ze zadané podminky sestavte soustavu rovnic.

. Je dana soustava rovnic v maticovém tvaru

8 7 1 T 1%
79 3 |- x =
a [ v x3 T

takova, ze alesponl jedno z d¢isel p,o,7 € R je nenulové. Urcete konstanty
a, 3,7, p,o, T tak, aby zadana soustava byla Tfesitelnd Gauss-Seidelovou metodou.
Volbu konstant zdivodnéte.



Kapitola 2
Reseni jedné nelinearni rovnice

V této kapitole naleznete 10 rovnic. Kazda z nich je fesena metodou puleni intervali,
metodou regula falsi, metodou tecen (tj. Newtonovou metodou) a metodou prosté iterace.
Cislovani ptikladi v jednotlivych odstavcich si odpovidé, takze miizete snadno porovné-
vat vysledky ziskané jednotlivymi metodami. Zadani v této kapitole jsou stejna jako ve
sbirce [2] (v té jsou ovSem pouzity jiné metody FeSeni), takze mizete snadno porovnat
jesté veétsi paletu moznych pristupt k reseni.

2.1 Algoritmy zaloZené na déleni intervalu, na némz
leZi pravé jedno reseni

Metodou pulent intervali a requla falsi najdéte s presnosti € koten rovnice f(x) = 0. Pocd-
tecni aprorimact volte, jak je uvedeno; poZadavkem ,najit koten s presnosti €“ rozumime
u metody puleni intervali poZadavek zastavit vypocet, pokud délime interval kratsi nez e —
za Tesent s danou presnosti poté prohldsime stred tohoto intervalu. U metody requla falsi
timto poZadavkem rozumime zastavit vypocet, jakmile se ndsledujici dve aproximace lisi o
mené nez e.

1. f(x):ex—sinx—%,azo,bzl,e:0,0l

ResSeni metodou ptileni intervalti: Funkce f(z) je na daném intervalu spojita,
plati, ze f(a)f(b) < 0, tedy na tomto intervalu bude leZet alesponi jedno feseni
rovnice f(z) = 0.

Aproximace jsou: 1 = 0,5, x5 = 0,75, z3 = 0,8750, x4, = 0,8125, x5 = 0, 7813,
xg = 0,7969, 7 = 0,7891

ResSeni metodou regula falsi: Funkce f(z) je na daném intervalu spojita, plati,
ze f(a)f(b) < 0, tedy na tomto intervalu bude lezet alespon jedno feseni rovnice
F() = 0.
Aproximace jsou: x; = 0,5702, x5 = 0, 7501, x3 = 0, 7866, x4, = 0, 7932

2. f(z)=e2 —2®—1,a=0,5,b=1,5¢=0,01

11
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~

Reseni metodou piileni intervalii: Funkce f(r) je na daném intervalu spojita,
plati, ze f(a)f(b) < 0, tedy na tomto intervalu bude lezet alespoii jedno FeSeni
rovnice f(z) = 0.

Aproximace jsou: 1 = 1, x5 = 0,75, z3 = 0,6250, x4 = 0,5625, x5 = 0, 5938,
xg = 0,5781, 7 = 0, 5859

Otazka: Lze zvolit interval s krajnim bodem x = 07
Odpovéd: Nelze, protoZe bod z = 0 je jednim z kofenti zadané rovnice.

ResSeni metodou regula falsi: Funkce f(z) je na daném intervalu spojita, plati,
ze f(a)f(b) < 0, tedy na tomto intervalu bude lezet alespon jedno feSeni rovnice
f(z) =0.
Aproximace jsou: 1 = 0, 5292, x5 = 0, 5484, x5 = 0, 5606, x4 = 0, 5682
Otazka: Pro¢ se vysledek ziskany metodou regula falsi tak vyrazné lisi od vysledku
ziskaného pomoci metody piileni interval?

. f(x)=sinf —2* a=0,3,b=1,3,€e=0,01

ReSeni metodou ptileni intervalti: Funkce f(z) je na daném intervalu spojita,
plati, ze f(a)f(b) < 0, tedy na tomto intervalu bude leZet alesponi jedno feseni
rovnice f(z) = 0.

Aproximace jsou: z1 = 0,8, x5 = 0,55, x3 = 0,425, x4, = 0,4875, x5 = 0, 5188,
xg = 0,5031, x7 = 0,4953

Otazka: Bylo by mozné volit za vychozi interval jeden z intervali < —0,5;0,5 >,
resp. < 0;0,5 >?7 Vypocet by jisté probihal rychleji, protoze hledany kotfen lezi
velmi blizko bodu x = 0, 5.

Odpovéd: Neni mozné volit Zddny z téchto intervalt. Jeden z kofenti rovnice je také

x = 0, coz vylucuje druhy z nich. Prvni zase nespliiuje podminku rozdilnosti
znamének krajnich bodu, tj. f(a)f(b) < 0.

Reseni metodou regula falsi: Funkce f(r) je na daném intervalu spojit4, plati,
ze f(a)f(b) < 0, tedy na tomto intervalu bude lezet alespon jedno Feseni rovnice
f(z) =0.
Aproximace jsou: x; = 0,3519, zo = 0,3947, z3 = 0,4271, x4 = 0,4502,
x5 = 0,4660, r¢ = 0,4764, v7 = 0,4832

(r)=e2cosz—1,a=0,5b=1,¢=0,01

Reseni metodou piileni intervalii: Funkce f(z) je na daném intervalu spojita,
plati, ze f(a)f(b) < 0, tedy na tomto intervalu bude lezet alespoii jedno FeSeni
rovnice f(z) = 0.

Aproximace jsou: x; = 0,75, x5 = 0,875, x5 = 0,8125, x4, = 0,8438, x5 =
0,8594, ¢ = 0,8672

ResSeni metodou regula falsi: Funkce f(z) je na daném intervalu spojita, plati,
ze f(a)f(b) < 0, tedy na tomto intervalu bude lezet alespon jedno Feseni rovnice

f(x)=o.
Aproximace jsou: x1 = 0, 7687, x5 = 0,8468, x3 = 0,8615, x4, = 0, 8639



Matematika 3 13

5. f(z) =e"sinz —1,a=0,b=1,e=0,01

ResSeni metodou ptleni intervalti: Funkce f(z) je na daném intervalu spojita,
plati, Zze f(a)f(b) < 0, tedy na tomto intervalu bude lezet alespoii jedno FeSeni
rovnice f(z) = 0.

Aproximace jsou: 1 = 0,5, x5 = 0,25, 23 = 0,3750, x4 = 0,3125, x5 = 0, 3438,
xg = 0,3594, 7 = 0,3516

Uprava zadani: Najdéte kofen s touz pfesnosti na intervalu < 0;0,5 >.

Reseni: Vsechny podminky jsou splnény; aproximace jsou: z; = 0, 25, x5 = 0, 3750,
x3 =0,3125, 24 = 0, 3438, x5 = 0,3594, x4 = 0, 3516

ResSeni metodou regula falsi: Funkce f(z) je na daném intervalu spojita, plati,
ze f(a)f(b) < 0, tedy na tomto intervalu bude leZet alespor jedno feSeni rovnice
f(z)=0.

Aproximace jsou: x; = 0,2186, zo = 0,3077, x3 = 0,3402, x4, = 0,3515,
x5 = 0,3553

6. f(z)=e” —z—%, a=0,5b=1,¢=0,01

Reseni metodou ptileni intervalti: Aproximace jsou: z; = 0,75, 2o = 0,875,
x3 =0,9375, x4 = 0,9063, x5 = 0,8906, z¢ = 0, 8984

ResSeni metodou regula falsi: Funkce f(z) je na daném intervalu spojita, plati,
ze f(a)f(b) < 0, tedy na tomto intervalu bude leZet alespor jedno feseni rovnice

f(z) =0.
Aproximace jsou: x; = 0,7940, x5 = 0,8749, x3 = 0,8913, x4, = 0,8945

7. f(x) =xsinx +cosz —22%, a=0,b=1,¢=0,01

ResSeni metodou ptleni intervalti: Funkce f() je na daném intervalu spojita,
plati, ze f(a)f(b) < 0, tedy na tomto intervalu bude lezet alespon jedno feSeni
rovnice f(z) = 0.

Aproximace jsou: 1 = 0,5, zo = 0,75, 3 = 0,875, x4 = 0,8125, x5 = 0, 7813,
xg = 0,7969, z7 = 0,7891

Reseni metodou regula falsi: Funkce f() je na daném intervalu spojita, plati,
ze f(a)f(b) < 0, tedy na tomto intervalu bude lezet alespon jedno Feseni rovnice

f(z) =0.
Aproximace jsou: x1 = 0,6180, o = 0,7701, x3 = 0,7929, x4, = 0, 7959

8. f(x) =xzcosx —a?sine —a*+ %, a=—1,5,b=—0,5€=0,01

ResSeni metodou ptleni intervalti: Funkce f(z) je na daném intervalu spojita,
plati, Zze f(a)f(b) < 0, tedy na tomto intervalu bude lezet alespoii jedno FeSeni
rovnice f(z) = 0.

Aproximace jsou: 1 = —1, x9 = —1,25, x3 = —1,375, x4 = —1,4375, x5 =
—1,4688, r¢ = —1,4531, x7 = —1,4453
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Reseni metodou regula falsi: Funkce f() je na daném intervalu spojita, plati,
e f(a)f(b) < 0, tedy na tomto intervalu bude lezet alespoii jedno feSeni rovnice
f ( ) =0.

Aproximace jsou: x1 = —1,3070, x93 = —1,4409, x5 = —1,4435

9. f(z) =xsinx —2%cosr —2*+1,a=0,2,b=1,2, ¢ = 0,01

~

Reseni metodou puleni intervala: Funkce f(z) je na daném intervalu spojita,
plati, ze f(a)f(b) < 0, tedy na tomto intervalu bude lezet alespoii jedno FeSeni
rovnice f(z) = 0.

Aproximace jsou: 1 = 0,7, x5 = 0,95, 3 = 1,075, x4 = 1,1375, x5 = 1, 1688,
re = 1,1531, 7 = 1,1453

Reseni metodou regula falsi: Funkce f(x) je na daném intervalu spojité, plati,
ze f(a)f(b) < 0, tedy na tomto intervalu bude lezet alespon jedno Feseni rovnice

f) =0,
Aproximace jsou: x1 = 1,0607, o = 1,1418, x3 = 1,1449

10. f(x)=a23—2> -2 +e"—2,a=0,5b=1,5¢=0,01

~

Reseni metodou puleni intervala: Funkce f(z) je na daném intervalu spojita,
plati, ze f(a)f(b) < 0, tedy na tomto intervalu bude lezet alespoii jedno FeSeni
rovnice f(z) = 0.

Aproximace jsou: x1 = 1, x5 = 1.25, x3 = 1.125, x4, = 1,0625, x5 = 1,0938,
r¢ = 1,0781, x7 = 1,0859

ResSeni metodou regula falsi: Funkce f(z) je na daném intervalu spojita, plati,
ze f(a)f(b) < 0, tedy na tomto intervalu bude lezet alespon jedno Feseni rovnice
f(z)=0.

Aproximace jsou: x; = 0,8167, zo = 0,9827, x3 = 1,0523, x4 = 1,0784,
x5 = 1,0876

11. f(z) =25 ~1,a=0,5,b=1,5¢=0,01

Reseni metodou piileni intervalii: Sice plati, ze f(a)f(h) < 0, avSak funkce
neni na daném intervalu spojita a metodu pileni intervali tedy nemiizeme pri
takto formulované tloze pouzit.

~

Reseni metodou regula falsi: Sice plati, ze f(a)f(b) < 0, avSak funkce neni na
daném intervalu spojita a metodu requla falsi tedy nemizeme pii takto formu-
lované tloze pouzit.

2.2 Otazka k zamysleni

Ulohy uvedené v predchazejici kapitole jsou trivialni a nevyzaduji Zadnou invenci — jde v

nich pouze o mechanické ovéreni predpokladi a jednoduchych kritérii konvergence.
Problém pii hledani feSeni nelinearni rovnice f(x) = 0 lezi jinde — a sice v urceni

intervalu, na némz by mohlo feSeni lezet, resp. v separaci takového intervalu, na némz
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budou splnéna kritéria konvergence danych metod. To se tyka i metody puleni intervali a
metody regula falsi, protoze ani ony nekonverguji vzdy. Musime totiz nejprve najit interval,
na némz je funkce f(z) spojitd a na némz soucasné lezi pravé jedno feSeni této rovnice.

Pro kazdy z prikladt v predchézejici kapitole byste proto méli byt schopni odpovédét
na tuto otazku:

1. Jestlize budu mit zadanu pouze rovnici a piesnost, jak najdu interval, na némz mohu
feSeni hledat?

Odpovéd budete potiebovat hned v nasledujici kapitole, kde se feSeni tychz prikladi
hleda dalsimi dvéma metodami.

2.3 Metody vychazejici z bodu

Nyni budeme hledat feseni tychz rovnic dvéma metodami, u nichz musime ovéfovat po-
nékud vice prepokladi nez u metody puleni intervali a metody requla falsi. Toto ovéreni
vSak ve vétsiné pripadi vede ke zkraceni a zjednoduseni vypoctu. Samotné ovérovani vSak
bohuzel mize byt nékdy dosti komplikované (zejména u metody prosté iterace). Uvédomte
si, ze vypocet chceme zkratit ne proto, abychom sobé nebo stroji usetfili ¢as potiebny k
vypoctu (i kdyz i to je pfijemné), ale proto, abychom minimalizovali riziko a Sifeni chyb.

2.3.1 Metoda tecen (Newtonova metoda)

Newtonovou metodou nagjdéte s presnosti € koren rovnice f(x) = 0. Pocdtecni aprozimaci
volte, jak je uvedeno; poZadavkem ,najit koren s presnosti €“ rozumime poZadavek zastavit
vypocet, pokud se ndsledujici dvé aproximace lisi o méne nez e.

Podminky konvergence jsou podrobné oSetfeny v prvnich trech prikladech. U ostatnich
zadani si sami ovérte, co znamenad, kdyz je u feseni napsano, ze: , je splnéna podminka
konvergence f(xg)f”(xo) > 0%, a najdéte si pfislusny interval, z néhoz muzeme pocatecni
aproximaci volit. Quvérent samotné podminky f(xzo)f"(x¢) > 0 pro néjaké xy € R rozhodné
neznamend, Ze je mozné ,zacit pocitat!

1. f(z)=e"—sinz — 2, 20 =1,€e=0,01

Reseni: Podminka f(a) - f(b) < 0 je splnéna napf. na intervalu (0,1). Derivace
funkce f(x) je f'(z) = e” — cos(x) — tato funkce je na celém intervalu (a,b)
kladné. Druhé derivace funkce f(z) je f”(z) = e* + sin(x) — tato funkce je na
celém intervalu (a, b) kladna. Interval (a,b) tedy mizeme pro nase uvahy po-
uzit. Jestlize zvolime napi. xo = 1 € (a, b), musime ovéfit, zda plati podminka
f(zo)f"(x9) > 0. V tomto piipadé podminka plati, a proto miZeme spustit
vlastni algoritmus.

Aproximace jsou o = 1, 1 = 0,8270, x5 = 0, 7956, x4 = 0, 7946

Uprava zadani: ReSte tutéz tlohu s touz piesnosti, avsak za poc¢atecni aproximaci
zvolte xg = 0, 5.
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Reseni: Podminka konvergence zde splnéna neni. Pokud si tento fakt neovéfime,

R

R
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€

S
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zjistime, ze teprve hodnoty x7¢ = 0,7996 a x77 = 0,7898 se lisi o méné nez
o pozadovanou presnost. I to je vSak jen ndhoda — ke kofenu bychom viibec
nemuseli dojit.

(r)=e2? —2?—1,20=1,¢=0,01

eni: Podminka f(a)- f(b) < 0 je splnéna napf. na intervalu (0.4, 1). Derivace
funkce f(z) je f'(z) = 1e? —a? — 1 — tato funkce je na celém intervalu (a, b)
zéporna. Druhd derivace funkce f(z) je f”(z) = 1e2 —2 — tato funkce je na ce-
1ém intervalu (a, b) zdporna. Interval (a, b) tedy miiZeme pro nase ivahy pouzit.
(Nemtzeme vSak pouzit interval (0, 1), protoZe na ném podminka o neménnosti
znamének derivaci neplati.) Jestlize zvolime napi. o = 1 € (a, b), musime ové-
fit, zda plati podminka f(z¢)f”(z9) > 0. V tomto pfipadé podminka plati, a
proto miizeme spustit vlastni algoritmus. (Podminka vSak neplati napf. pro
bod z¢ = 0,4 € (a,b).)
Aproximace jsou g = 1, x; = 0,7012, 3 = 0,5976, =4, = 0, 5805, x5 = 0, 5801.

_ ain Z 2 _ —
=sing — 2, x9=1,¢=0,01

eni: Podminka f(a)- f(b) < 0 je splnéna napf. na intervalu (0.4, 1). Derivace
funkce f(z) je f'(z) = 3 cos% — 2z — tato funkce je na celém intervalu (a,b)
zéporné. Druhd derivace funkce f(z) je f”(z) = isin% — 2 — tato funkee je
na celém intervalu (a, b) zaporna. Interval (a,b) tedy mizeme pro nase tvahy
pouzit. (Nemtizeme v8ak pouzit interval (0,1), protoze na ném podminka o
neménnosti znamének derivaci neplati.) Jestlize zvolime napt. zo = 1 € (a,b),
zjistime, ze podminka f(zo)f”(zo) > 0 neplati. Pro bod zy = 0,4 podminka
také neplati. Jestlize zkusime napt. bod xy = 0, 6, podminka splnéna bude.
Aproximace jsou o = 0,6, 1 = 0,5107, z3 = 0,4954, x4 = 0,4949.

Problém: Vsimnéte si, Ze logicka volba intervalu, na némz budeme hledat feSeni

je (0,1). Nejprve vSak musime interval posunout tésné za nulu, protoze bod
x = 0 je kofenem dané rovnice. Pak musime kvili pozadavku neménnosti
znamének derivaci ignorovat ¢ast intervalu do cca 0,25. , Logické* volby po-
¢atecnich aproximaci, tj. xo = 0,3, zog = 0,4 a zejména xry = 1 musime také
vylouéit, protoZe nespliiuji podminku f(zq)f”(x¢) > 0. Posléze zjistime, Ze Te-
Seni lezi nékde blizko bodu x = 0, 5. Jak budete tento priklad resit bez grafické
kalkulacky nebo pocitace? Jak bude vypadat ndcrtek separace korent?

. f(x)=ezcosz—1,290=1,e=0,01

Reseni: Je splnéna podminka konvergence f(z¢)f" (o) > 0;

. f(x) =e"sinx —

Aproximace jsou: ro = 1, 1 = 0,8841, x5 = 0,8650, x3 = 0, 8644.

L 29o=1,5e=0,01

29

Reseni: Je splnéna podminka konvergence f (o) f" (o) > 0;

Aproximace jsou: xg = 1, x; = 0,6707, x5 = 0,4103, x3 = 0,3593, x4 = 0, 3573.
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10.

11.

f(x):e"”z—a:—é,a:o:l,e:(),Ol

Reseni: Je splnéna podminka konvergence f(z¢)f" (o) > 0;
Aproximace jsou: xg = 1, 1 = 0,9132, x5 = 0,8958, x5 = 0, 8952.

f(x) = xsinw + cosz — 222, 19 =1, € = 0,01
Reseni: Je splnéna podminka konvergence f(z¢)f" (o) > 0;
Aproximace jsou: xg = 1, 1 = 0,8213, o = 0,7969, x3 = 0, 7964.
. f(z) =xzcosx —a?sine — 2 + &, 29 = —1,5, € = 0,01

Reseni: Je splnéna podminka konvergence f(xq)f"(x0) > 0;
Aproximace jsou: xg = —1,5, x1 = —1,4440, x5 = —1,4436.

f(x) =xsinw —a?cosz —a®+ 1, 19 =0, e = 0,01

Reseni: Takto nelze poc¢ateéni aproximaci volit, protoze f’(0) = 0.

Uprava zadéni: Reste tutéz tlohu s touz pfesnosti, aviak za pocateéni aproximaci
zvolte zg = 1.

Reseni: Je splnéna podminka konvergence f(z¢)f" (o) > 0;
Aproximace jsou: zg = 1, 1 = 1,1621, 25 = 1, 1451.

flx)=a%—2*—x—e", z0=1,5,¢=0,01

Reseni: Neni splnéna podminka konvergence f(zg)f”(zo) > 0. Pokud bychom si
toho nevsimli, vypodet bude pokracovat ,velmi zajimavym zptisobem*“!.

f(z) = x?—il + 1, 2o si sami vhodné urcete, abyste mohli najit kofen, ktery lezi na
intervalu (0, 1), e = 0,01

ReSeni: © =0,75

2.3.2 Otazky k zamysleni

Ve vyse uvedenych zadanich je vzdy uvedeno, jakou pocatecni aproximaci mate volit.
Vypocet vypada tak, ze ovérite podminky konvergence a poté hledate ,néjaké* tfeseni
— vite, ze pracujete na takovém intervalu, ze na ném lezi pravé jedno feSeni. Ovéreni
podminek konvergence zaruci, ze toto feSeni naleznete.

Ulohy feSené v praxi viak vypadaji jinak: funkci f(x) vystupujici v rovnici f(z) =
0 vykreslime a poté si urcime, které feseni chceme hledat. Pritom vsak musime znat
odpovédi na nasledujici otazky:

1.

V jakém rozsahu, resp. jak danou funkci vykreslime?

2. Je ovétovani spojitosti funkci a neménnosti znamének derivaci na daném intervalu

skutecné tak jednoduché?

I Naprogramujte si v MATLABU a nechte si vypsat 1000 krokd.
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3. Kde je vibec funkce f(z) definovana?

4. Co se stane, kdyz si uleh¢im praci a podminky konvergence ovéfovat nebudu?
Zkuste napf. sami najit feseni téchto problémi:

1. Naleznéte nejmensi feseni rovnice In (tan 1) = x.

2. Naleznéte nejmensi kladné feSeni rovnice 2cos 3 — % = 0. Zkuste bez ovéfovani

podminek konvergence pocatecni aproximace rog =1 a xg = 1, 5.

2.3.3 Metoda prosté iterace

Metodou prosté iterace najdéte s presnosti € koten rovnice f(xz) = 0, ktery lezi na zadaném
intervalu. Vhodny iteracni tvar najdéte sami; poZadavkem ,najit koren s presnosti €“
rozumime pozZadavek zastavit vypocet, pokud se nasledujici dvé aproximace lisi o ménée
nez €.
1. f(=x) :ex—sin:p—%,azo, b=1,¢=0,01
Reseni: Pfi hledani itera¢niho tvaru x = g() jsou mozné dva postupy — bud osa-
mostatnime e” nebo sin(z). V prvnim piipadé dostavame = = In (sin(z) + 3),
ve druhém x = arcsin (e” + %) Ovéreni podminek konvergence znamena zkou-
méni funkce g(z). Musime vySetfit jeji chovani na intervalu (a,b), resp. najit
na ném maximum absolutnich hodnot derivace f(r) a zjistit, jestli je mensi
nez 1.

sin(x()—gg
interval (0,1), je zfejmé, Zze podminka splnéna bude (hodnoty funkci sinz a
cos x lezi na tomto intervalu v intervalu (0, 1), a tedy ¢itatel zlomku musi byt
vzdy mensi nez jmenovatel).
P1i volbé pocatecéni aproximace xy = 1 jsou dalsi aproximace: x; = 0, 8508,
x9 = 0,8117, x3 = 0,8000, 4, = 0, 7963.

@

V pripadé funkce go(x) = arcsin (e* + %) je ¢'(x) = T Podminka na
neni splnéna na zadném intervalu. Rozmyslete si sami, zda je to mozZné urcit
bez vykreslovani funkce! Na jakém intervalu je viastné funkce ¢'(x) definovdna?

. Jestlize uvazime

V piipadé funkce gi(x) = In (sin(z) + 2) je ¢'(z) =

Nyni si zkuste u zbyvajicich zaddni sami najit vhodné iteracni tvary a TesSent, kterd
lezi na intarvalech wvedenych v zaddnich pro metodu pileni intervall, resp. regula
falsi. Pocitejte vsak s tim, Ze v nékterych pripadech se muzZe stat, Ze Zdadny z tvari
nebude splnovat podminku konvergence.

2.4 Priklady ke zkousce

Relevantnost kazdého vysledku nasledujicich zadani samoziejmé musite podepfit ovérenim
podminek konvergence prislusné metody.
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1. Libovolnou numerickou metodou, ktera byla probrana na prednasce nebo na cviceni,
najdéte s presnosti e = 0,01 feSeni rovnice

(a) fla)=e"" = (z+1)" +2.
(b)  fa) = 4 (2 —1)? 6.
Maé-li rovnice feseni vice, stac¢i najit jen jedno z nich.
2. Je dana rovnice
(a) (z+1)* +sin2z =2
(b) (z+1)®+sin2x =4
S presnosti € = (0,01 najdéte jeden jeji zaporny kofen.

3. Najdéte uzavieny interval, na kterém existuje néjaké FeSeni rovnice (staci jedno
Feseni)

a urcete toto Teseni s presnosti na dvé desetinnd mista jakoukoli metodou.
4. Newtonovou metodou s presnosti na t¥i desetinna mista vyfeste rovnici
(a) 20 —4 —sinzx =0
(b) 2z + 2 — arctge =0
(¢) 2e —2—cosx =0
5. Je dana rovnice e” + ax + b = 0. Zvolte koeficienty a, b tak, aby tato rovnice méla

pravé dveé fesSeni, z nichz pravé jedno je vétsi nez 0. Poté vhodnou metodou toto
feseni zacnéte hledat. Staci, kdyz provedete 3 kroky dané metody.

6. Je dana rovnice e™ + ax + b = 0. Zvolte koeficienty a, b tak, aby tato rovnice méla
pravé dvé Teseni, z nichz pravé jedno je mensi nez 0. Poté vhodnou metodou toto
feseni zacnéte hledat. Staci, kdyz provedete 3 kroky dané metody.
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Kapitola 3

Soustava nelinearnich rovnic

3.1 Newtonova metoda

Ptfed tim, nez zacnete TeSit nize uvedené piiklady byste si méli podrobné nastudovat
problematiku parcialnich derivaci funkci vice proménnych. Méli byste také umét hledat
feSeni soustav linedrnich rovnic (i kdyZ zde budete hledat feSeni pouze soustavy dvou
rovnic o dvou nezndmych). Ackoliv jsou ve skriptech [3] uvedeny dvé metody FeSeni, v
této sbirce je uvedena pouze Newtonova metoda. Je to proto, ze metoda proste iterace je
pouzitelna jen nékdy — a vétsinou se ani neprednasi.

V nasledugicich prikladech vidy provedte dva kroky Newtonovy metody vychdzejici ze
zadané pocdtecni aprorimace. Problematikou konvergence se nemusite zabyvat.

1. Pocate¢ni aproximaci volte (0 = (1,1).

Reseni: Po dosazeni poc¢ateéni aproximace dostavame soustavu rovnic

66, = —5
651 - 0,

coZ znamena, ze &, = 0,8, = —0,8333, a tedy #(!) = (1;0,1667). Po dosazeni
prvni aproximace dostavame soustavu

0,43330, = —0,6944
601 — 1,66670, = —0,6944,

coZ znamena, ze 6, = —0,1603, 5, = —0,1603, a tedy () = (0,8397;0, 0064).
2. Pocatecéni aproximaci volte 2(® = (1,1).

sinx +2cosy = 1

dcosx —4siny = —2
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Reseni: Po dosazeni poc¢ateéni aproximace dostavame soustavu rovnic

0,54038; — 1,68295, = —0,9221
—2,52448, — 2,16126, = —0,2550

coZ znamena, ze 0; = —0, 2887, 6, = 0, 4552, a tedy #(V) = (0,7113;1,4552). Po
dosazeni prvni aproximace dostavame soustavu

0,75750; — 1,98670, = 0,1165
—1,95850; — 0,46130, = —0,2992,

coZ znamena, ze 0; = 0, 1529, 6, = —0,0004, a tedy 2®) = (0, 8642; 1, 4548).
3. Pocate¢ni aproximaci volte (¥ = (—1,1).

sin(x+y)+e = 1
cos(x—y)—lny = 1
Reseni: Po dosazeni pocateéni aproximace dostavame soustavu rovnic

01 +3,71836, = —1,7183
0,90930; —1,90930, = 1,4161

coz znamend, ze d; = 0,3752, 5, = —0,5630, a tedy () = (-0, 6248; 0, 4370).

Po dosazeni prvni aproximace dostavame soustavu

0,98240; + 2,53049, = —0,3613
0,87320; — 3,16170, = —0,3152,

coZ znamena, ze 6, = —0, 3649, 5, = —0, 0011, a tedy 22 = (—0,9897; 0, 4359).
4. Pocateéni aproximaci volte (¥ = (3,2).

(x—2)2+y°
(-4 +y = 2

Reseni: Po dosazeni pocatecni aproximace dostavame soustavu rovnic

2, + 46, = —1
—2010, = -1
coZ znamend, ze d; = 0,3,0, = —0,4, a tedy () = (3,3;1,6). Po dosazeni

prvni aproximace dostavame soustavu

2,60, +3,26, = —0,25
—1,4(51+52 — —0,097

coZ znamena, ze 6, = 0,0054, 6, = —0,0825, a tedy 2 = (3,3054; 1, 5175).
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5. Pocate¢ni aproximaci volte 2(¥) = (4, 2).

(x—22—y* =
(r—4y°+y = 2
Reseni: Po dosazeni poc¢ateéni aproximace dostdvame soustavu rovnic

4(51—462 == 4
b = 0

coZ znamena, ze 6; = 1,8, = 0, a tedy (") = (5;2). Po dosazeni prvni aproxi-
mace dostavame soustavu

65, — 40y = —1
261+ 6, = —1,

coZ znamend, ze 6, = —0,3571, 5, = —0, 2857, a tedy 22 = (4, 6429;1,7143).

6. Pocateéni aproximaci volte 2(® = (6, 1).

r—y =

(z—4? -y = 2

Reseni: Po dosazeni pocatetni aproximace dostavame soustavu rovnic

0 —20 = —1
461 — 0y = —1

coZ znamena, ze 0; = —0, 1429, 6, = 0, 4286, a tedy (V) = (5,8571;1,4286). Po
dosazeni prvni aproximace dostavame soustavu

8§ —2,85716, = 0,1837
3,71435, — 6y = —0,0204,

coZ znamend, ze 6, = —0,0252, 5, = —0,0731, a tedy z? = (5,8320; 1, 3555).
7. Pocate¢ni aproximaci volte (¥ = (-1, —1).

T+y

I
—_

rsiny —ycosT + e

ysinx —xcosy+1In(zry) = 1

Reseni: Po dosazeni po¢ateéni aproximace dostavame soustavu rovnic

0,13530; — 0,94530, = —0,5171
—2,08060; —d2 = —0,3818
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coZ znamena, ze 6; = —0, 0743, 6, = 0, 5364, a tedy 2™ = (—1,0743; —0, 4636).
Po dosazeni prvni aproximace dostavame soustavu

0,17538; — 1,22246, = 0, 0840
—2,04616; — 2,55595, = 0,3285

co? znamena, ze 6; = —0,0634,0, = —0,0778, a tedy z® =
(—1,1377; —0, 5414).

8. Pocate¢ni aproximaci volte (¥ = (1,1).

2

rsiny = 1
2'2

y* sin 2x _ 1
x

Reseni: Po dosazeni po¢ateéni aproximace dostavame soustavu rovnic

1,68294; + 0,54036, = 0,1585
—1,74160; + 1,81866, = 0,0907

coZ znamena, Ze 0; = 0,0598,, = 0,1071, a tedy (V) = (1,0598;1,1071). Po
dosazeni prvni aproximace dostavame soustavu

1,89586; + 0,50236, = —0,0046
—2,13785, + 1,78256, = 0,0132

coZ znamend, ze 6, = —0,0033, 5, = 0,0034, a tedy 2 = (1,0565; 1, 1106).
9. Pocate¢ni aproximaci volte (¥ = (—1,1).

Iny+e* = xy
x
e’ —lny = ——
Y

Reseni: Po dosazeni po¢atetni aproximace dostavame soustavu rovnic

1,14875; + 1,56, = —0,7056
3,64870; — 46, = —3,3419

coZ znamena, ze §; = —0,7782,5, = 0,1256, a tedy =) = (—0,2782;0, 6256).
Po dosazeni prvni aproximace dostavame soustavu

0,13156; + 1,87679, = —0,4621
2,35560, — 0,88760, = —0,7815,

coZ znamena, ze 6, = —0,4136, 5, = —0, 2173, a tedy 2® = (—0,6918; 0, 4083).
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10. Pocate¢ni aproximaci volte (@ = (2, 1).

$2+y2 — 4
(r—12*+@y+1? = 4

Reseni: Po dosazeni pocatetni aproximace dostavame soustavu rovnic

401 +20, = -1
251+4(52 - —1

coZ znamena, ze §; = —0,1667,5, = —0,1667, a tedy =M = (1,8333;0, 8333).

Po dosazeni prvni aproximace dostavame soustavu

3,66670; + 1,66670, = —0,0556
1,6667d; + 3,666702 = —0,0556,

coZ znamend, ze 6, = —0,0104, 5, = —0, 0104, a tedy 2® = (1,8229;0, 8229).

3.2 Otazky k zamysleni

Ve vyse uvedenych prikladech je vzdy volba pocatecni aproximace dana. V realnych si-
tuacich vsSak tuto volbu budete muset provést sami. Projdéte vySe uvedend zadani a
rozmyslete si, ve kterych ptripadech jste schopni pocatecni aproximaci nalézt bez pouziti
vypocetni techniky nebo grafické kalkulacky.

Podobné jako u jinych tloh feSenych numericky (napf. u hledéni FeSeni jedné neli-
nearni rovnice) je tieba i u soustav nelinearnich rovnic ovéfovat podminky konvergence.
Z casovych divodu to vSak v predmétech Matematika 3 ani Numerickda matematika a
pravdépodobnost nedélame. Algoritmus pritom miize byt nepouzitelny z vice duvodu.

Jestlize si napt. vykreslite pfislusné grafy u zadani 3, mizete chtit hledat feseni, jehoz
obé slozky jsou kladné a pfitom v absolutni hodnoté nejmensi (tj. ,,prvni feseni vpravo®).
Logickou volbou po¢éteéni aproximace je potom z(*) = (3,0). Tu ovSem nemiizeme pouzit,
protoze derivace druhé funkce je funkce, ktera neni definovana pro y = 0, tedy nemizeme
vytvorit prislusnou soustavu rovnic.

Déle uz problematika konvergence presahuje ramec predmétt Matematika 3 ani Nu-
merickd matematika a pravdépodobnost. VSimnéte si vsak, ze pii hledani tohoto Teseni
nemtizeme pouzit ani napf. po¢ateéni aproximaci z(©) = (3,1) — v tomto piipadé totiz
dalsi aproximace jsou () = (1,5353;1), 2 = (12,2070; —0,6018) a dalsi aproximace
jsou jiz komplexni. Metoda konverguje ke komplexnimu feseni této soustavy = = (13,433 —
0,9772i; —0,4278+0, 5878i). Jestlize vsak zvolime pocatecni aproximaci (¥ = (2,5;0, 1),
dostavame feseni x = (3,1519;0, 1364).

Bez povsimnuti nemiizeme ponechat ani otazku zjednodusovani rovnic, resp. jejich
upravovani. Rozmyslete si, zda napt. zadani 3 a soustava

sin(x+y)+e’ =1
r—y—arccos (1 +1Iny) = 0

maji stejna feseni.
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3.3 Priklady ke zkousce

1. Provedte jeden krok Newtonovy metody vedouci k nalezeni jednoho z feSeni soustavy
rovnic

r—172%+(y+2)?2=4
(x4+22+@y—-12=9

Reseni vychdzejici z volby pocdtecni aprozimace, kterd nebude podloZena spravnym
ndcrtkem, bude vyhodnoceno jako zcela chybné.

2. Chcete Fesit soustavu rovnic:

ew2_y2+x2y—1 =0
sin(2? —y) —ay* +2 = 0

Bylo zjisténo, ze vhodnda pocatecni aproximace je () = (1,1). Newtonovou metodou
najdéte z),

3. Je dana soustava rovnic
'+ 2 —r+y+1 =
P4+ —y—5 =
Déle je dano 2(® = (1, —1). Provedte jeden krok Newtonovy metody.
4. Je dana soustava rovnic
P4 tr—y—4 = 0
2 —rty+2 =
Déle je ddno 2(® = (—1,1). Provedte jeden krok Newtonovy metody.

5. Provedte jeden krok numerické metody vedouci k Gspé$nému nalezeni pruseciku
kruznice se stfedem Sy = [1, —1] a polomérem r = 2 a elipsy se stfedem S, = [—2, 1],
hlavni poloosou (tj. rovnobéZnou s osou x) a = 2 a vedlejsi poloosou b = 3. Za
pocétecni aproximaci volte bod [0, 1].

6. Pouze pro studenty FEKT: Provedte dva kroky Newtonovy metody vedouci k nale-
zeni Teseni rovnice e*+22 = 3, kde z € C. Za poc¢atecni aproximaci volte z(%) = 4+54.



Kapitola 4

Aproximace funkci

4.1 Interpolac¢ni polynom a splajn

V nasledugicich zadanich prolozte zadanymi body interpolacni polynom nebo splajn poza-
dovaného typu. V pripadé interpolacniho polynomu mizZeme postupovat dvéema zpiusoby
— hledat ho v Lagrangeové nebo v Newtonové tvaru. V této sbirce volime Newtoniv tvar.
Pokud byste chtéli polynom hledat v Lagrangeové tvaru, vysledny polynom po rozndsobeni
samozrejme must byt stejny.

1. Mé&jme nasledujici tabulku hodnot:

n 1] 2 [25] 4
2150828

Najdéte pro tyto hodnoty interpola¢ni polynom.

ReSeni: Tabulka pomérnych diferenci (k oznacuje ¥ad diference):

|z | fi [ k=1] k=2 ] k=3 ]
1 2 —0,5 | —0,6 |0,6556
2 [ 1,5 —1.4 |1,3667 | — ——
2,5/10,8(1,3333] ——— | ———
4 128 ——— | ——= ] ———

Polynom je tedy
P3(z) =2—-0,5(x — 1) = 0,6(z — 1)(z — 2) + 0,6556(z — 1)(x — 2)(x — 2,5),
coz lze upravit na tvar

Ps(x) = 0,65562° — 4,20582% + 7,5282z — 1, 978.

2. Méjme nasledujici tabulku hodnot:
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2.8

32 4,1

5,2

fi 7a2

41

3,91 -9,3

-6,8

Najdéte pro tyto hodnoty interpola¢ni polynom.

Reseni: Tabulka pomérnych diferenci (k oznac¢uje fad diference):

Lo | i | k=1 ] k=2 k=3 | k=4
1 [ 7,2 [[-6,2778 [ 11,9444 | —11,3524 | 5,4487
2,8 —4,1] 20,0000 | —23,2479 | 11,5321 | — — —
3,2[ 3,9 | -10,222| 44293 | ——— [———
4,153 -1,3636 | ——— e
52| -68[] —— - [ ——- -——— [-—-

Polynom je tedy

Py(z) = 7,2 — 6,2778(x — 1) + 11,9444 (z — 1)(z — 2,8) — 11,3524(z — 1)(z — 2,8)(z — 3,2)

coz lze upravit na tvar
Py(z) = 5,4487x* — 71,833022 + 329, 301422 — 598, 24242 + 336, 2475.

+5,4487(x — 1)(z — 2,8)(z — 3,2)(z — 4, 1),

3. Mé&jme néasledujici tabulku hodnot:

2.8

32 4,1

5,2 16,3

fi 772

41

39| 5,3

6,805

Najdéte pro tyto hodnoty interpola¢ni polynom.

Reseni: Tabulka pomérnych diferenci (k oznacuje ¥ad diference):

o | fi | k=1 ] k=2 k=3 | k=4 | k=5 |
1 | 7.2 [ —6,2778 | 11,9444 [ —11,3524 | 5,4487 | —1,6635
2,8 | —4,1 [ 20,0000 | —23,2479 | 11,5321 | —3,3680 | — — —
3,2 3,9 || —10,222 | 4,4293 | —0,2558 | ——— | ———
4,1 5,3 —1,3636 | 3,6364 —— = ——— | ===
5,2 —6,8] 6,6364 - = - — = ——— | ===
6,3 0,5 - — - — - — - | —==

Polynom je tedy

Ps(z) = 7,2 — 6,2778(z — 1) + 11,9444(z — 1)(z — 2,8) — 11,3524(z — 1)(z — 2,8)(z — 3,2)
+5,4487(x — 1)(x — 2,8)(x — 3,2)(z — 4,1) — 1,6635(x — 1)(x — 2,8)(z — 3,2)(z — 4,1)(z — 5,2),

coz lze upravit na tvar
Ps(z) = —1,66352° +32, 56412* — 240, 480823 4823, 912822 — 1273, 71332+ 666, 5806.
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4. Méjme nasledujici tabulku hodnot:

X

1,2

2.3

5465

7.6

fi

3.2

2,3

9,8 8,9

5,5

Najdéte pro tyto hodnoty interpola¢ni polynom.

Reseni: Tabulka pomérnych diferenci (k oznacuje ¥ad diference):

Lo [ fi | k=1 | k=2 | k=3 [ k=4 |

1,2]3,2 ] —0,8182 | 0,7708 | —0,2909 | 0,0377
2,323 2,4194 | —0,7708 | —0,0495 | — — —
549,81 —0,8182 | —1,0331 | ——— | — — —
6,589 —3,009 ——— | ——— | ———
7655 ——— | ——— | ——— | ———

Polynom je tedy

Py(z) = 3,2 —0,8182(z — 1,2) + 0, 7708(x — 1,2)(z — 2,3) — 0,2909(z — 1,2)(z — 2,3)(x — 5,4)
40,0377(z — 1,2)(z — 2,3)(z — 5,4)(z — 6, 5),

coz lze upravit na tvar
Py(x) = 0,0377z* — 0,871823 + 6, 358922 — 15, 6895z + 14,2989.

5. Méjme nasledujici tabulku hodnot:

z; 10,2123)|54|65]|7,6
fill 3212319818955

Najdéte pro tyto hodnoty interpola¢ni polynom.

Reseni: Tabulka pomérnych diferenci (k oznacuje ¥ad diference):

| o [ fi | k=1 | k=2 | k=3 [ k=4 |

0,2 3,2 —0,4286 | 0,5477 | —0,2093 | 0, 0216
2.3 2,3 2,4194 | —0,7708 | —0,0495 | — — —
5,498 —0,8182 | —1,0331 | — —— | — ——
6,580 —3,0000| ——— | ——— | ———
76|55 ——— | ——— | ——— | ———

Polynom je tedy

Py(z) = 3,2 — 0,4286(x — 0,2) + 0,5477(z — 0,2)(z — 2,3) — 0,2093(z — 0,2)(z — 2,3)(z — 5,4)
+0,0216(z — 0,2)(x — 2,3)(x — 5,4)(z — 6,5),

coz lze upravit na tvar
Py(z) = 0,02162* — 0,520323 + 3, 611522 — 6, 7328z + 4, 4062.
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6. V kazdém z vySe uvedenych piikladd prolozte zadanymi body pfirozeny kubicka
splajn. Do jednoho obrazku poté zakreslete funkce, z nichz se splajn sklada a inter-
pola¢ni polynom.

4.2 Metoda nejmensich ¢tvercu

V nasledujicich prikladech je zaddana vidy nékolik bodi [z;, y;]. Metodou nejmensich ctverci
naleznéte nejvhodnéjsi krivku, ktera vystihuje zadanou zavislost.

1. Najdéte nejvhodnéjsi primku, kterou lze prolozit nasledujicimi body:

x| 1 2 126|341 73] 85
yi|31]51] 6 |10,7] 20,4 | 27,6

Reseni: Hledame piimku y = ¢y + 1, jejiz koeficienty cg, ¢1 jsou FeSenim soustavy
rovnic
6co +24,8¢; = 72,9
24, 8¢y + 148, 86¢; 448, 8

Dostavame ¢y = —1,008,¢; = 3,1816, a tedy hledana nejvhodnéjsi piimka je
y = —1,008 + 3, 1816x.

2. Najdéte nejvhodnéjsi primku, kterou lze prolozit nasledujicimi body:

z[ 1] 2 (26347373
y 1313945577476

Reseni: Hleddme pfimku y = ¢y + ¢z, jejiz koeficienty cg, ¢; jsou feSenim soustavy
rovnic

6CO—|—23,6C1 = 32,2
23,6¢c0 +129,9¢; = 151,48

Dostavame ¢y = 2,7327,¢; = 0,6697, a tedy hledana nejvhodnéjsi primka je
y=2,7327+0,6697z.

3. Najdéte nejvhodnéjsi primku, kterou lze prolozit nasledujicimi body:

z[1[2]3]4]5]6
y I 114191625 36

Reseni: Hleddme pfimku y = ¢y + ¢, jejiz koeficienty cg, ¢; jsou feSenim soustavy
rovnic
600 + 2161 = 91
21C0 + 91C1 = 441
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Dostavame ¢y = —9,3333,¢; = 7, a tedy hledana nejvhodnéjsi primka je y =
—9,3333 + Tx. Tento postup je sice formdlné spravny, avsak poZadavek hledat
nejvhodneéjsi primku je ponekud zardZejici, protoZe na prvni pohled je zrejmé,

Ze hledand zdvislost je y = 2.

4. Najdéte nejvhodnéjsi piimku, kterou lze prolozit nasledujicimi body:

z] -1 [02]1,3]21]3,15]4,1
yl[21]-1]01[15] 22| 3

Reseni: Hleddame pfimku y = ¢o + c12, jejiz koeficienty cg, ¢; jsou feSenim soustavy
rovnic

660 + 9, 8501 = 3, 7
9,85¢y) + 33,8726c; = 24,41

Dostavame ¢y = —1,0838,¢; = 1,0358, a tedy hledand nejvhodnéjsi primka je
y = —1,0838 + 1,0358x.

5. Najdéte nejvhodnéjsi kiivku y = ka”, kterou lze prolozit nasledujicimi body:

z -1 [02]1,3]21]3,15]4,1
yll 21 -1[01]15]| 22 3

Reseni: Hledame-li nejvhodnéjsi kiivku y = ka®, kterou lze proloZit zadanymi
body, miizeme rovnici zlogaritmovat na tvar Iny = Ink 4+ xlna, tj. prevést
problém na hledani nejvhodnéjsi primky y = K + Ax, jejiz koeficienty K =
Ink, A = Ina jsou feSenim prislusné soustavy rovnic. V tomto pripadé vsak
takto postupovat nemiizeme, protoze nékteré ze zadanych y—ovych hodnot jsou
zaporné.

6. Najdéte nejvhodnéjsi kiivku y = ka”, kterou lze prolozit nasledujicimi body:

z][ 0 [02]1,3]21]3,15] 4.1
yll 21 1 [01]45] 7.2 | 10,3

Reseni: Hledame-li nejvhodnéjsi kiivku y = ka®, kterou lze prolozit zadanymi
body, miizeme rovnici zlogaritmovat na tvar Iny = Ink 4+ xlna, tj. prevést
problém na hledani nejvhodnéjsi piimky y = K + Az, jejiz koeficienty K =
Ink, A =Ina jsou feSenim soustavy rovnic

6K +10,85A = 4,2497
10,85K + 32,875A = 15,9453

Dostavame K = —1,0838, A = 1,0358, a tedy k = 0,6577,a = 1,8651, tj.
hledand ktivka je y = 0,6577 - 1,8651".
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7. Najdéte nejvhodnéjsi parabolu, kterou lze prolozit nasledujicimi body:

x| 05]14]26 3247|4953
yl 6 [43| 4 29]39]|58|6.7

Reseni: Hleddme paraboluy = co+c1x+cox?, jejiz koeficienty cg, ¢, ¢, jsou Fesenim
soustavy rovnic
7Co + 22, 601 + 93, 402 = 33, 6
22,6¢9 + 93,4c; + 423,562c, = 110,96
93, 4co + 423, 562c; + 2007,9556c, = 480,276

Dostavame cy = 7,4746,c¢; = —2,9637,c5 = 0,5167, a tedy hledana nejvhod-
néjsi parabola je y = 7,4746 — 2,9637x + 0, 516722,

8. Najdéte nejvhodnéjsi parabolu, kterou 1ze prolozit nasledujicimi body:

2 ]05] 1426474953
yl 6 [43] 4 [39]58]6.7

Reseni: Hleddme parabolu y = co+c1x+co2?, jejiz koeficienty co, 1, ¢o jsou FeSenim
soustavy rovnic
6co + 19,4¢1 +83,16¢c, = 30,7
19,4co + 83, 16¢1 4 390, 794c, = 101,68
83, 16¢co + 390, 794c; + 1903,098¢c, = 450,58

Dostavame ¢y = 7,2342,¢; = —2,6281,cy = 0,4603, a tedy hledana nejvhod-
n&jsi parabola je y = 7,2342 — 2,6281x + 0, 460322,

9. Najdéte nejvhodnéjsi parabolu, kterou lze prolozit nasledujicimi body:

2 [ 1426474953
y 43| 4 [ 395867

Reseni: Hledame parabolu y = co+c1x+co2?, jejiz koeficienty co, 1, ¢y jsou FeSenim
soustavy rovnic
4cg + 18,9¢1 + 82,91, = 24,7
18,9¢o + 82,91c; + 390,669c, = 98,68
82,91¢y 4 390, 669¢c; + 1903, 0355¢c, = 449,08

Dostavame cy = 7,5167,¢; = —2,8182,c5 = 0,4870, a tedy hledand nejvhod-
né&jsi parabola je y = 7,5167 — 2, 8182x + 0, 487022.



Matematika 3 33

10.

Najdéte nejvhodneéjsi parabolu, kterou lze prolozit nasledujicimi body:

726 47]49]5.3
y| 4 [39]58]67

Reseni: Hleddme parabolu y = co+c1x+cox?, jejiz koeficienty co, 1, ¢o jsou FeSenim
soustavy rovnic
4co + 17,5¢1 + 80,95¢c2 = 20,4
17,5¢co 4+ 80,95¢; + 387,925¢c2 = 92,66
80, 95¢o + 387,925¢; + 1899,1939¢, = 440,652

Dostavame cy = 21,4122, ¢, = —10,5155,co = 1,4672, a tedy hledana nejvhod-
n&jsi parabola je y = 21,4122 — 10, 51552 + 1, 467222,

4.3 Otazky k zamysleni

Vsechna vysSe uvedend zadani opét nevyzaduji jakoukoliv invenci na strané feSitele — vse
je zadano, prislusné vzorce jsou znamy ze skript, vlastni vypocet obstara vhodna kalku-
lacka, pripadné PC. Je tfeba si vSak uvédomit, ze pfed vlastnim hledanim nejvhodnéjsi
aproximace pro ziskané hodnoty musite znat odpovéd na nékolik otézek:

1.

Jakou povahu tyto hodnoty maji? Tj. jsou ziskané experimentalné (pak pouzijeme
metodu nejmensich ¢tverci) nebo jsou smérodatné (pak budeme hledat interpolacni
polynom nebo splajn)?

Jestlize byly tyto hodnoty ziskdny experimentalné, jakou zavislost vykazuji velic¢iny,
s jejichz hodnotami pracujeme? Vsimnéte si napt. zadani 3, kde je tento problém
doveden az do extrému — je v tomto zadani ze zkuSenosti, resp. realné situace,
opravdu ziejmé, ze zavislost je kvadraticka? Pfitom moznosti primka — parabola —
krivka y = ka® zdaleka nevycerpavaji vSechny mozné typy zavislosti.

. Co se stane, kdyz ke znamym bodtm pfidame dalsi, resp. néjaky od nich odebe-

reme? Vsimnéte si napf. situace v zadanich 7 — 10. Jedna se o body, od nichz v
kazdém nasledujicim zadani vzdy po jednom odebirame. Vykreslete si vsechny na-
lezen€ paraboly do jednoho obrdzku!

Jestlize v pribéhu vypoctu dojdeme k pozadavku hledat feseni soustavy linearnich
rovnic, jak ho splnime? Jakou zvolime metodu? Jak ovéiime, ze toto feseni existuje
pravé jedno? Jaka vibec bude piesnost vypoctu, kdyz se nepresnosti dopoustime
na nékolika mistech?

Jak prevedeme interpolacni polynom, nalezeny at uz v Lagrangeové nebo v Newto-
n

nové tvaru, do tvaru P,(z) = Y a;x'?
i=1

Navic byste samoziejmé méli byt schopni rozhodnout, zda néjaky zadany polynom je
nebo neni interpola¢nim polynomem, resp. zda zadana soustava polynomt je nebo neni
splajnem pozadovaného typu.
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4.4 Priklady ke zkousSce

1. Je dana soustava polynomti. Rozhodnéte, zda se jedna o kubicky splajn. Neni treba
ovérovat, zda se jednd o prirozeny kubicky splajn. Slovem ,rozhodnéte“ se rozumd,
Ze své zavery spravnym a uplnym zpusobem zdivodnite.

(a)

So(z) = 2 prox € (0,1)
Si(z) = 32°—2proz e (1,2)
Sy(z) = 22°+6 prox € (2,3)

So(z) = 22° prox € (0,1)
Si(z) = 2*+1proxe(1,2)
Sy(z) = 22° — T prox € (2,3)

So(z) = 22°+z proz € (0,1)
Si(r) = 2®+2prox € (1,2)
Sy(r) = 2®+x prow € (2,3)

So(z) = 2°+2% prox € (0,1)
Si(z) = 22° prox € (1,2)
Sy(r) = a®+ 2+ 22 prox € (2,3)

2. Pfi jistém meéteni jste ziskali nasledujici dvojice hodnot:

z[05112] 2 [23]25]29
yll 315 [64]72]76]87

Ze zkuSenosti vite, ze zavislost veli¢iny y na veli¢in€ x je linearni. Urcete ji.
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3. V uzlovych bodech z; jsme ziskali nasledujici hodnoty ;. Najdéte bud’ nejvhodné&jsi
kiivku y = k-a” nebo nejvhodnéjsi parabolu, kterou lze vystihnout zavislost y na x.
Obé moznosti jsou pro ucely zkousky chdpdny jako rovnocenné, zvolte si prave jednu.
At si vyberete kteroukoliv moZnost, za svij vybér nebudete ze strany vyucujicich
niyjak penalizovani. Mazimalni bodove hodnoceni za tento priklad je 10 bodi, a to i
v pripade, Ze si vyberete obé mozZnosti soucasne.

R i [1]12]3 4
& i [1]1214]8

w[112]3 ] 4
(b) vi | 4]8 1632

4. Jsou dany tyto body v roviné:

T -1

1

2 a

y |[-0,364

4,356

22,016 | O

Dopliite a (s pfesnosti na 2 desetinnd mista) tak, aby polynom P3(z) = 23 +3, 122 +
1,36z — 1,104 byl interpola¢nim polynomem pro vyse uvedené body. Hodnoty v
radku x pritom nemuseji byt uspordaddny vzestupneé!

5. Metodou nejmensich ¢tverctt aproximujte pomoci paraboly funkci zadanou tabul-

kou bodu:
z; | -2 | -1 0112
(a)
vi |1,2]114] -2 -1
z; | -3 ]-1 0 1] 3
(b)
vi|1]0|-04]2]38
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Kapitola 5

Numericka integrace

5.1 Slozena lichobéznikova a Simpsonova metoda

Lichobéznikovou a poté Simpsonovou metodou pro déleni intervalu {(a,b) aZ na 8 subinter-
b

vald numericky urcete | f(x)dz. Ve vysledcich dolni index ozna¢uje pocet ¢asti intervalu.

a
U Simpsonovy metody jsou z tohoto diivodu uvedeny pouze sudé indexy.

L fle)=a*42?—a+1 -4 a=-3b=-1

xT

Reseni: Hodnoty ziskané lichobéznikovou metodou jsou: x; = —16,4444, o =
—10,9722, x3 = —9,9371, x4 = —9,5717, x5 = —9,4018, x4 = —9,3094,
x7 = —9,2536, rg = —9,2173
Hodnoty ziskané Simpsonovou metodou jsou: xo = —9,1481, x4 = —9,1048,

re = —9,1002, xg = —9,0992.
Uprava zadani: Stejnou funkci integrujte na intervalu (—3, 1).

ResSeni: Funkce na tomto intervalu neni spojita, proto je tento pozadavek nesmy-
slny. Z analyzy vime, ze integral diverguje — pokud bychom si tuto skutecnost
vSak neuvédomili a pocitali numericky, nestane se pti kombinaci metody a dé-
leni intervalu takové, ze délicim bodem neni nula, na pohled viibec nic zvlast-
niho. Napf. lichobéznikova metoda pro m = 2 dava vysledek —16,4444, pro
m = 6 vysledek —21,7889 atd. Tyto ,vysledky“ jsou vsak naprosto zcestné!

2. f(z) =sinx +coszx+e’',a=—-1,b=1
Reseni: Hodnoty ziskané lichobéznikovou metodou jsou: 1 = 4, 1668, x4 = 4, 0834,
x3 = 4,0570, x4 = 4,0469, x5 = 4,0421, 2 = 4,0395, x7; = 4,0378, xg =
4,0368
Hodnoty ziskané Simpsonovou metodou jsou: xo = 4,0556, 4 = 4,0347, v =

4,0336, x5 = 4, 0334.

3. f(z) =xsinzcosz,a=—1,b=1

37
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Reseni: Hodnoty ziskané lichobéznikovou metodou jsou: 1 = 0,9093, x4 = 0, 4546,
x3 = 0,4405, x4 = 0,4377, x5 = 0,4367, ¢ = 0,4362, 7 = 0,4360, g =
0,4358
Hodnoty ziskané Simpsonovou metodou jsou: xo = 0,3031, x4 = 0,4320, x¢ =
0,4348, zg = 0,4352.

. f(z) =arctgzr,a=2,b=3

Reseni: Hodnoty ziskané lichobéznikovou metodou jsou: 1 = 1,1781, zy = 1, 1842,
rg = 1,1853, x4 = 1,1857, x5 = 1,1859, x4 = 1,1860, z; = 1,1861, zg =
1,1861
Hodnoty ziskané Simpsonovou metodou jsou: xo = 1,1862, 4 = 1,1863, x¢ =
1,1863, xg = 1, 1863.

 f(x) = 3% +2sinx, a= -3, b=—1

244

Reseni: Hodnoty ziskané lichobéinikovou metodou jsou: z; = 0,8040,
xg = —0,1666, 3 = —0,3338, v, = —0,3914, x5 = —0,4180, z¢ = —0, 4323,
x7 = —0,4410, zg = —0, 4466
Hodnoty ziskané Simpsonovou metodou jsou: xo = —0,4901, x4, = —0, 4664,
xg = —0,4652, g = —0, 4650.

f@) =it 4ef a=-3,b=-1

sinx

Reseni: Hodnoty ziskané lichobéznikovou metodou jsou: 1 = 6, 1038, x4 = 5, 0741,
x3 = 4,8313, x4 = 4,7359, x5 = 4,6884, xg = 4,6614, x; = 4,6446, xg =
4,6334
Hodnoty ziskané Simpsonovou metodou jsou: xo = 4,7308, x4 = 4,6231, 6 =
4,6048, rg = 4,5992.

Cfle)y==E— a=-2,b=2

e’ +sinx’

Reseni: Hodnoty ziskané lichobéznikovou metodou jsou: 1 = 5,6502, x4 = 2, 8251,
x3 = 10,6992, z, = 3,8050, x5 = 1,9085, x4 = 6,7910, 7y = 3,4414, x5 =
1, 1585 — ovsem POZOR! — tyto hodnoty (i kdyz sprdvné) jsou naprosto zcestné!
Sami si zjistéte, pro¢ tomu tak je.

fl)=%,a=1,b=2

Reseni: Hodnoty ziskané lichobéznikovou metodou jsou: 1 = 0, 3193, 25 = 0, 3270,
x3 = 0,3285, x4 = 0,3291, x5 = 0,3293, x¢ = 0,3294, x; = 0,3295, x5 =
0, 3296
Hodnoty ziskané Simpsonovou metodou jsou: zo = 0,32962, x4 = 0,3297,
xg = 0,3298, x5 = 0, 3298.

f@)=2—z+cos3z—4,a=0,b=1
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Reseni: Hodnoty ziskané lichobésnikovou metodou jsou: z1 = —0,0567, zo =
—0,5539, z3 = —0,6358, x4 = —0,6638, r5 = —0,6767, r¢ = —0,6836,
x7 = —0,6878, xg = —0,6906
Hodnoty ziskané Simpsonovou metodou jsou: xo = —0,7197, x4 = —0, 7004,
rg = —0,6996, g = —0,6995.

10. f(x)=2>—x+cos3z—4,a=0,b=2

Reseni: Hodnoty ziskané lichobéZnikovou metodou jsou: 1 = 0,9302, 5 = 1,0054,
x3 = 0,8475, x4 = 0,7909, x5 = 0,7646, ¢ = 0,7502, x7; = 00,7416, xg =
0,7359
Hodnoty ziskané Simpsonovou metodou jsou: xo = 1,0305, x4 = 0,7194, x4 =
0,7178, xg = 0, 7176.

5.2 Otazky k zamysleni

V souvislosti s numerickou integraci je tfeba znat analytickou definici pojmt neurcity a
urcity integrdl a zpusob prace pri numerickém integrovani. Zejména je tfeba znat defini¢ni
obor funkce, kterou integrujeme, resp. védét, zda je funkce na daném intervalu vibec
integrace schopna (viz napf. tprava zadéani 1). U vSech vyse uvedenych prikladi si proto
stanovte definicni obory prislusnych funkci.

Metodami numerické integrace urcujeme integral jako soucet obsah jistych geometric-
kych obrazcii. To zptisobuje, Ze se pri numerickém feSeni dopoustime nepfesnosti a chyb.
Jejich velikost souvisi s pribéhem funkce na daném(ych) intervalu(ech). Vsechny vyse
uvedené€ funkce si proto vykreslete, navrhneéte nejvhodnéjsi déleni intervalu, resp. pomoci
grafi vysvétlete rozdily mezi vysledky u jednotlivijch déleni a metod.

7 prvniho semestru znate pozadi analytické definice pojmi neurcity a urcity inte-
grdl. Zkuste proto navrhnout postupy, jak jinak lze numericky urcit (presnéjsi?) vysledek.
Urcete si napriklad, které z vyse uvedenych funkci jsou sudé a jak lze tohoto faktu vyuZit.

5.3 Priklady ke zkousce

1. Nékterou z numerickych metod vypoctéte

0,7
(a) [ 3cos2zdx
~0,5

0,5
(b) [ 2cos2zdx

-0,7

0,6 0,4
(¢) [ 3cos2zdzr [ 2cos2zdx
~0,6 -0,8

Uvedte, jakou metodu pouzivate. Vysledek, ktery se bude od skutecné hodnoty in-
tegralu lisit o vice nez 20%, bude vyhodnocen jako chybny. Pokud neuvedete, jakou
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metodou priklad Tesite, je maximadlni bodove hodnocent za tento priklad sniZeno o 5
bodii.

. Vypoctéte

P e
in -d
/0 sin 7 T

a) presné, tj. analyticky,

b) s presnosti 0,0001 Simpsonovou metodou.

. Vypoctéte

i
/ CoS fdx
0 9

a) presné, tj. analyticky,

b) s presnosti 0,0001 Simpsonovou metodou.

. Slozenou Simpsonovou metodou pro m = 4 vypoctéte

1 1

(a) 0 l4sinz dx
1 1

(b) 0 l4cosz
3 1

(C) 1 14sinz

(d) f—ll 1+Closxdx

. Je ddna ndhodna veli¢ina X ~ Exp(2). Slozenou lichobéznikovou metodou pro m =

4 vypoctéte P(X < 2). Hodnocen bude pouze numericky ziskany vysledek. Viysledek
ziskany jinym zpusobem maiZe slouzit nanejuys pro vasi potrebu jako jistd ,kontrola“
sprdvnosti vipoctu.!

1K feseni tohoto piikladu potfebujete znat funkci hustoty pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny, ktera

mé exponencialni rozdéleni (viz ¢ast pravdépodobnost a statistika). Pokud si uvédomite tento fakt, je
zadani prikladu stejné jako vSech predchézejicich. Numericky ziskany vysledek tohoto — nebo podobnych
— zadani byste méli umét vysvétlit.



Kapitola 6
Obycejné diferencialni rovnice

Podobné jako v nékterych predchazejicich kapitolach jsou i v této uvedena zadani, ktera se
kryji se zadanimi ptikladi ve sbirce [2].} Ve sbirce [2] jsou vSak tyto po¢atecni tilohy Feseny
vicekrokovymi metodami — z jednokrokovych je v ni uvedena pouze metoda Runge-Kutty

4. Tadu, a to jen jako néstroj pro vicekrokové metody (navic bez potfebnych mezivy-
sledk).

6.1 Jednokrokové metody

Ndsledugici pocatecni ulohy teste na intervalu {(a,b) s krokem h, a to vZdy nejprve Eule-
rovou metodou, potom jejimi modifikacemi a nakonec metodou Runge—Kutty 4. Tddu.

1. ¥ = 2® — y, y(0) = 1, na intervalu (0, 1) s krokem h = 0,2

Reseni: Vysledky jsou shrnuty v nasledujici tabulce:

1 0 1 2 3 4 5

X 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
FEuler 1 0,8 0,648 | 0,5504 | 0,5123 | 0,5379
Euler, 1. modifikace | 1 | 0,822 | 0,6912 | 0,6136 | 0,5940 | 0,6363
Euler, 2. modifikace | 1 | 0,824 | 0,6949 | 0,6186 | 0,6001 | 0,6432
Runge—Kutta 10,8213 | 0,6897 | 0,6112 | 0,5907 | 0,6321

2.y = 2% + 4y, y(0) = 0, na intervalu (0, 1) s krokem h = 0,2

Reseni: Vysledky jsou shrnuty v nasledujici tabulce:

1 1 2 3 4 5
X 0,2 0,4 0,6 0,8 1
Euler 0,0 ] 0,0080 | 0,0464 | 0,1555 | 0,4079

Euler, 1. modifikace 0,002 | 0,0254 | 0,1167 | 0,3743 | 1,0067
Euler, 2. modifikace 0,004 | 0,0317 | 0,1320 | 0,4086 | 1,0813
Runge—Kutta 0 10,0033 | 0,0334 | 0,1476 | 0,4731 | 1,2926

(o] Revl Hew) Neo) Naw}

1V této kapitole se jedna pouze o nékterd zadani.
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3. ¥ =e" 4y, y(0) = 1, na intervalu (0, 1) s krokem h = 0,2

Reseni: Vysledky jsou shrnuty v nasledujici tabulce:

i 0] 1 2 3 4 5
z; 0] 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Euler 1| 1,4 |1,9243]2,6075 | 3,4934 | 4,6372

Euler, 1. modifikace | 1 | 1,4610 | 2,0769 | 2,8934 | 3,9691 | 5, 3910

Euler, 2. modifikace | 1 | 1,4621 | 2,0796 | 2,8983 | 3,9771 | 5,3910

Runge—Kutta 11,4657 | 2,0885 | 2,9154 | 4,0059 | 5, 4365

4. y ="t — 2y y(0) = 1, na intervalu (0,1) s krokem h = 0, 2

Reseni: Vysledky jsou shrnuty v nasledujici tabulce:

1 2 3 4 5
0,2 0,4 0,6 0,8 1
1,1437 | 1,3502 | 1,6212 | 1,9633 | 2, 3879
1,1721 | 1,3981 | 1,6848 | 2,0424 | 2, 4840
1,1751 | 1,4038 | 1,6932 | 2,0535 | 2, 4083
1,1697 | 1,3940 | 1,6794 | 2,0356 | 2, 4759

1

X
Euler
Euler, 1. modifikace
Euler, 2. modifikace
Runge—-Kutta

=== = oo

5.y = ez + 4y, y(0) = 0, na intervalu (0, 1) s krokem h = 0, 2

Reseni: Vysledky jsou shrnuty v nasledujici tabulce:

0 1 2 3 1 5
i 0| 0,2 0,4 0,6 0,8 1
Euler 0] 0,2 | 0,581 | 1,2901 | 2,5922 | 4,9644
Euler, 1. modifikace | 0 | 0,2903 | 0,9361 | 2,3391 | 5,3507 | 11, 7764
0
0

1

Euler, 2. modifikace 0,2905 | 0,9370 | 2,3412 | 5,3555 | 11,7871
Runge-Kutta 0,3192 | 1,0622 | 2,7506 | 6,5439 | 15,0193

6. 4 = e +y, y(0) = 1, na intervalu (0,1) s krokem h = 0, 2

Reseni: Vysledky jsou shrnuty v nasledujici tabulce:

1 0 1 2 3 4 5

X 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
FEuler 1 1,4 1,8882 | 2,5005 | 3,2873 | 4,3240
Euler, 1. modifikace | 1 | 1,442 | 1,9989 | 2,7189 | 3,6722 | 4,9676
Euler, 2. modifikace | 1 | 1,4441 | 2,0040 | 2,7291 | 3,6911 | 5,0026
Runge—Kutta 11,4456 | 2,0084 | 2,7379 | 3,7061 | 5,0257

7.y = e —y, y(0) = 1, na intervalu (0,1) s krokem h = 0,2
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ResSeni: Vysledky jsou shrnuty v nésledujici tabulce:

7 0 1 2 3 4 5

x; 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
FEuler 1 1 1,0082 | 1,0412 | 1,1197 | 1,2750
Euler, 1. modifikace | 1 | 1,002 | 1,0197 | 1,0695 | 1,1748 | 1,3750
Euler, 2. modifikace | 1 | 1,0041 | 1,0240 | 1,0769 | 1,1873 | 1,3972
Runge—-Kutta 1] 1,0026 | 1,0204 | 1,0701 | 1,1754 | 1,3759

8. v = x* — 4y, y(0) = 1, na intervalu (0, 1) s krokem h = 0,2

Reseni: Vysledky jsou shrnuty v nésledujici tabulce:

1 0 1 2 3 4 5

x; 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
Euler 1 0,2 0,0416 | 0,0211 | 0,0474 | 0,1119
Euler, 1. modifikace | 1 | 0,5202 | 0,2753 | 0,1630 | 0,1361 | 0,1756
Euler, 2. modifikace | 1 | 0,5208 | 0,2774 | 0,1671 | 0,1424 | 0, 1843
Runge—Kutta 10,4521 | 0,2089 | 0,1137 | 0,1024 | 0,1524

9. ¥ =tz +y, y(0) = 2, na intervalu (0,1) s krokem h = 0,2

Reseni: Vysledky jsou shrnuty v nasledujici tabulce:

i 1 2 3 4 5
i 0,2 0,4 0,6 0,8 1
Euler 2.4 2.9 | 3,52 | 4,284 | 5,2208

Euler, 1. modifikace
Euler, 2. modifikace
Runge-Kutta

2,45 | 3,021 | 3,7396 | 4,6383 | 5, 7568
2,45 | 3,021 | 3,7396 | 4,6383 | 5, 7568
2,4535 | 3,0295 | 3,7553 | 4,6638 | 5,7956

NN NN OO

10. ¥ = L2 + v, y(0) = 2, na intervalu (0,1) s krokem h = 0,2
10

Reseni: Vysledky jsou shrnuty v nasledujici tabulce:

7 0 1 2 3 4 5

X 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
Fuler 2 2,4 2,884 | 3,4688 | 4,1746 | 5,0255
Euler, 1. modifikace | 2 | 2,4420 | 2,9856 | 3,6533 | 4,4722 | 5,4757
Euler, 2. modifikace | 2 | 2,4420 | 2,9856 | 3,6533 | 4,4722 | 5,4757
Runge—Kutta 2 12,4449 | 2,9928 | 3,6664 | 4,4936 | 5,5083

6.2 Otazky k zamysleni

Vyse uvedena zadani slouzi k procviceni c¢isté mechanického dosazovani do algoritmi
probiranych numerickych metod. Ve skutecnosti si vSak pfed vlastnim feSenim musime
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polozit nékolik otazek:

1.

Na jakém intervalu chceme feseni poc¢atecni tllohy najit? Jak v tom pripadé vhodné
rozdélit interval? Jakych chyb se pfi kombinaci zvolend etoda — interval dané délky
— délent intervalu dopustime? Nebude se chyba kumulovat nad tnosnou mez?

Existuje viibec na pozadovaném intervalu jednoznacné feSeni zadané pocatecni
tlohy? M4 toto feseni néjakou vypovédi hodnotu??

Je viibec moZné pocatecni tilohu (na zadaném intervalu) fesit numericky??

Vysledkem pouziti vyse uvedenych numerickych metod jsou body v roviné. Jakym
zpusobem z nich ziskdme funkéni predpis? Pozor na velice rozsitenou snahu spojovat
body useckami! Jsou situace, kdy tento postup md své opodstatnéni, ale ve vétsiné
pripadu pouZiti jde o naprosty k nicemu nepouZitelny nesmysl!

6.3 Priklady ke zkousce

1.

Je déna pocatecni tloha y' = €3* + 2y, y(0) = 2. Metodou Runge-Kutta 4. fadu s
krokem h = 0, 2 urcete y(0,4).

Je dédna pocatecni tloha y' = 3% + 3y, y(0,2) = 1. Metodou Runge-Kutta 4. fadu
s krokem h = 0,2 urcete y(0,6).

Libovolnou metodou najdéte na intervalu (0, 1) s krokem h = 0,1 feSeni pocatecni
tlohy ' = 2 + 2y, y(0) = 1.

Libovolnou metodou najdéte na intervalu (0, 1) s krokem h = 0,1 feSeni pocatecni
tlohy ' = 23 + 2y, y(0) = 2.

Je dana diferencialni rovnice y' = y(x — 3) s pocateéni podminkou y(4) = 2. Eule-
rovou metodou s krokem A = 0,2 naleznéte feSeni na intervalu (4;5).

20dpovéd na druhou otézku presahuje rdmec bakalaiského studia.
30dpovéd na tuto otazku presahuje ramec bakaléiského studia. V uéebnim textu [1] je uveden piiklad,
kdy je odpovéd zéporné, pritom nalezeni analytického feSeni neni p¥ili§ obtizné.
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