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Tutorial ¢. 1

0.1 Obycejné diferencialni rovnice prvniho radu

Obyc¢ejnou diferencialni rovnici rozumime rovnici, ve které se vyskytuji derivace nebo diferencialy
neznamé funkce (pfipadné vice nezndmych funkci) jedné redlné proménné. Obycejné diferencialni rovnice
jsou napriklad

2y +y=+x
y///+2y/+y:$

Resenim diferencialni rovnice na intervalu I rozumime funkci f takovou, Ze po dosazeni za neznamou
funkci, dostaneme identitu.
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Snadno vypoc¢tem ovéfime, Ze rovnice xy’ + y = cosx ma na libovolném intervalu, ktery neobsahuje
0 i"eéeni y = —*%. Tato konkrétni funkce je tzv. partikularni feSeni. Obecné FeSeni této rovnice je

y =2 (c—sinz), kde ¢ € R je libovolné konstanta.

0.2 Neékteré typy obycejnych diferencialnich rovnic
prvniho radu

0.2.1 Exaktni rovnice a integracni faktor

Exaktni rovnice souvisi s totalnim diferencidlem funkce dvou proménnych. Necht mé funkce z = f(z,y)
spojité parcidlni derivace prvniho fadu v n&jaké oblasti 2 C R?, pak m4 v  totalni diferencidl, ktery je
roven

_of of

dr + == dy. (1)

dz " Ox dy

Definice 0.1 (Exaktni rovnice).
Diferencialni rovnice

M(z,y)dx + N(z,y)dy =0 (2)

se nazyva exaktni diferencialni rovnice, jestlize vyraz na jeji levé strané je totalnim diferencidlem néjaké
funkce f v néjaké oblasti ) C R?. Funkci f nazyvédme kmenovou funkci.
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To ze je n€jaka rovnice exaktni pozname, pomoci Schwartzovi véty o zaménéné derivovani:

Véta 0.2. Necht M a N jsou funkce dvou proménnych, které jsou spojité a maji spojité parcidlni derivace
pruniho rddu v néejaké oblasti R. Pak vyraz

M (z,y)dx + N(z,y)dy

je totalnim diferencialem nejaké funkce f prave tehdy, kdyz v uvedené oblasti plati

oM  ON
oy  Ox
Potom je tesent této rovnice ddno implicitné rovnici

f@,y) = C, (4)

kde C' je libovolnad konstanta.

Nalezeni kmenové funkce f z jejich parcidlnich derivaci je tiloha probirana jiz v predmétu BMA2, kde
bylo ukazano nékolik moznosti jejiho nalezeni. Hledame funkci f, pro kterou plati
of af
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Integraci M podle x mtizeme (tj. y pro tento moment povaZzujeme za konstantu) f najit:

f@w%:/ﬂﬂ%wdx+mw,

kde g(y) je funkce zavisla pouze na y, kterd zde hraje roli integra¢ni konstanty. Tuto muiZzeme urcit z
rovnice, Ze derivace f podle y ma byt rovna N(z,y). To znamena, Ze

% = a% (/M(az,y)dx—l—g(y)) = (%/M(x,y)dwrg’(y) = N(z,y).

Odtud dostaneme rovnici 9
() = NGag) = 5 [ Moy ds. )
ze které zatim neznamou funkci g najdeme integraci podle y. Tim je kmenova funkce f nalezena.

Poznamka 0.3. Cely postup hledani f lze provést i v opa¢ném potadi. P¥ipadné muzeme funkci f urcit
jako jakési mnozinové sjednoceni integralti

fla) = [ Ma.g)dov [ Ny dy)

¢imz je minén soucet kde je kazda funkce napsana pouze jednou.
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Priklad 1. Najdéte obecné feseni diferencialni rovnice
(y* + 2x)dz + 2(x + 1)y dy = 0.

Reseni. Ovéfime, ze zadana rovnice je exaktni.

8y2—|—2x_2 02+ 1)y
oy VT ar
Existuje proto funkce f, pro niz plati
of _ 4 of
SCAY ) Lo+ 1)y
e +2r a 9 (x+ 1)y

Integraci prvniho vztahu podle = dostavame

flz,y) =zy® +2° + g(y).

Funkei ¢g(y) uréime z rovnosti parcidlnich derivaci podle y:

a ! !
8—y(xy2 +227 +g(y)) =2zy+ 4 (y) =2+ 1)y = ¢y =2y
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Kmenova funkce f je tedy f(x,y) = xy®> + 2> + y*> a obecné feSeni zadané diferencidlni rovnice je
xy? + 22 +y? = C. V tomto piipadé miiZeme Feseni vyjadii i v explicitnim tvaru

C — a2

T

y==

Integraéni faktor
Uvazujme tpravu exaktni rovnice
32%yda + 2 dy = 0.

LVydélenim 22 se pfece zjednodusi!“, coz je pravda, ale z exaktni rovnice se stane rovnice, ktera neni
exaktni:
3yder +xdy =0

Rovnice je skutecné na pohled jednodussi, ale zato prestala byt exaktninebot plati:
ON

M
M($7y):3y7 N(l‘,y):w, atedy a@—y:g#l: B

tato skutecnost nas vede k otazce zda naopak lze rovnici, kterd neni exaktni, vynasobit vhodnou funkci
tak, Ze se z ni stane rovnice exaktni. Tuto oznacime jako u(x,y) a budeme ji fikat integraéni faktor.
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Obecné nalézt takovouto funkei p(x,y), pro kterou by rovnice

pu(a, y) M (z, y) de + p(z, y)N(z,y) dy = 0

byla exaktni, tj. pro kterou by platilo a% (w(z,y)M(z,y)) = 2

pocatecni, nebo ‘T je tfeba vytesit parcialni diferencialni rovnici:
ou oM  Ou ON

oM o RN L 6

dy i dy ox o ox (6)

(u(x,y)N(z,y)) je obtiznéjsi tloha nez

Integracni faktor jako funkce jedné proménné

Pokud predpokladame, Ze funkce p zévisi pouze na jedné proménné, rovnice (6) se zredukuje na Fesitelny
tvar. Nejprve hledejme funkci zavislou pouze na proménné x, tj. u = u(x). V tomto pfipadé je ty =0az
(6) dostaneme

"(x oM _ N

Aby tato rovnost mohla byt splnéna, musi vyraz na pravé strané zaviset také pouze na x, tedy

oM _ oN
Jdy Ox
—N a(x).
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Tim se rovnice (6) zna¢né zjednodusila na rovnice se separovanymi proménnymi:

==

d
=a(zr) = e =a(r)dz = In|y :/(x(:v)dx+c = p=c-efo@dz
1
Protoze nam jde o nalezeni jedné konkrétni funkce g, nikoli vSech moznych, miizeme konstantu c¢ zvolit,
napt. ¢ = 1. Tim mame
M(l') — efoz(:v)dax'

Podobné by se postupovalo pfi hledani integrac¢niho faktoru p jehoz argument by mohla funkce proménnych
x, y (napf. z + y, xy). V nasledujici vété je popsana situace pro integracni faktor jako zavislé pouze na
proménné x nebo y.

Véta 0.4. Necht je ddna rovnice
M(z,y)dz + N(x,y)dy = 0.

oM ON ON oM

Je-li % = a(x), resp. % = B(y), pak vyndsobenim rovnice (0.4) integracnim fak-
torem u(x) = ef @ dr gy p(y) = e/ PO dostaneme rovnici exaktni.

Priklad 2. Najdéte obecné feseni rovnice

(22° +y* +3)dr + 2y dy =0
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ReSeni. Mame M (x,y) =222 +4?>+3, N(z,y) = 2y.
oM ON oM  ON

=2y, — =Yy, — F# — = rovnice neni exaktni.
oy Y ox 4 dy ox
Zkusime, jestli se ndm podafi najit integracni faktor p jako funkci pouze proménné x:
oM _ 8N
oy o _ 1
N T
Toto je funkce proménné = a v tomto pripadé je a(x) = 1/x tedy
M(l') _ ef%dm _ elnx —
Zadanou rovnici nalezenym integra¢nim faktorem vynasobime:
(22° + xy? + 3x)dz + 2%y dy = 0

Najdeme kmenovou funkci f.

1.22

flz,y) = /ny dy = + h(x).

Funkeci h(z) uréime z rovnosti parcidlnich derivaci podle x:
22y

9
or 2

4 3 2
+ k' (z) = 2y + B (z) = 22° + 29 + 3z = I/ (z) = 22° + 32 = h(z) = HT:E
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Kmenova funkce je tedy
2t + 2?%y? + 32
2

flz,y) =

a obecné Teseni dané rovnice je zadano implicitné rovnici

ot + r2y? 4+ 327 = .

O

Déle se seznamime s nékterymi vybranymi typy diferencidlnich rovnic, jmenovité s rovnici Bernoulli-
ovou, Riccatiovou a Clairoutovou, a pfedvedeme TfeSeni diferencidlnich rovnic pomoci Picardovy metody
postupnych aproximaci.

0.2.2 Bernoulliova rovnice

Diferencialni rovnice tvaru
y = a(x)y + b(z)y", (7)

kde n € R, se nazyva Bernoulliova rovnice. Tuto rovnici miizeme chépat jako zobecnéni linearni dife-
rencialni rovnici (n = 0). Za pozornost stoji fakt, ze pro n > 0 mé rovnice vzdy tzv. trividlni feseni y = 0.
Rovnici (7) miiZzeme fesit riznymi metodami. Lze napf. pouZit substituci za y'~", kdy danou rovnici
transformujeme na rovnici lineadrni. Ukadzeme i jiny zptsob, ktery kopiruje postup feseni linearni rovnice.
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e Nejprve vyresime homogenni linedrni rovnici

Obecné feseni této rovnice vyjde ve tvaru y = C' - yo(z).
e Reseni plivodni rovnice (7) pak budeme hledat ve tvaru
y = C(z) - yo(z).

Toto je modifikace metody variace konstant, pouzivané pfi feseni linearnich diferencialnich rovnic.
Opravdu se podafi najit funkci C'(z), pro kterou je y = C(z)-yo(x) FeSenim zadané rovnice. Dosadime
predpokladané feseni do rovnice (7):

C'(z) - yo(x) + C(x) - yo(x) = a(z) - C(z) - yo(x) + b(z) - C"(2) - yg' (x). (9)

Protoze yo(z) je feSenim rovnice (8), a tedy plati y,(z) = a(z) - yo(z). Druhy ¢len na levé strané
rovnice (9) je proto roven prvnimu ¢lenu na pravé strané a z rovnice nakonec zbude

C'(x) = b(z) - C"(x) -y~ (@),

coz je diferencidlni rovnice se separovanymi proménnymi pro neznamou funkci C'(x).
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Priklad 3. Najdéte obecné feseni rovnice

Y = ¥ + 2%y
x
ResSeni. Nejprve vyfesime homogenni linedrni rovnici v/ = _Y¥.
d dx c 1
_y:_/_ = Inlyl=—-Injz|+Inc = hly=h— = y=C —.
Y x || x
5 1
Reseni zadané rovnice budeme hledat jako y = C(x) - —:
x
1 1 C-1 1
' —4+C- |- |=—--=2+2°C'—~ = C=C%
x x? T x?
To je rovnice se separovanymi proménnymi, kterou nyni vyfesime.
dC dC 1 1
— =0t = ——/dx = ———==2+k = (=-——F————.
dz C* 303 13/3(x + ]{;)

Obecné Teseni nasi rovnice je tedy
1

Bt k)

Navic mé rovnice jesté singularni feseni y = 0, které nelze dosdhnou volbou konstanty k.
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Poznamka 0.5. U exaktnich diferencialnich rovnic byly obé proménné z a y ve stejné pozici. Inspirovani
touto myslenkou je mozné v nékterych pripadech pouhou zaménou zavislosti proménnych, tj. misto funkce

y(x) hledat funkei x(y) rovnici pevést na znamy typ. Napfiklad rovnice

(20%ylny —2)y =y
prejde pii této zameéné, jejiz soucasti je i zaména

y_dy _ 11
y de dv g’
dz
Vv rovnici

2 !
(2z°yIny — x) = ya',
ktera je rovnici Bernoulli. Obecné feseni rovnice homogenni méa tvar

r=—.
)
Aplikaci metody variace konstanty dostavame
2

/
1
Yy Yy Yy

1
Y E@h’ﬂy‘i‘[{:—

Celkové je mozné ziskat feseni dané diferencialni rovnice v implicitnim tvaru

ry(K —Iny?) = 1.

6.
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0.2.3 Riccatiova rovnice

Diferencialni rovnice tvaru
y' = P(x) + Q(z)y + R(z)y’ (10)

se nazyva Riccatiova rovnice.
Ze znalosti jedno feSeni rovnice (10) (napf. podafi-li se ndm je néjak uhodnout) a pouzitim substituce

Y=y t+u,
dostaneme pro novou promeénnou u rovnici
u' = (Q(x) + 2R(z)y1)u + R(z)u’. (11)
coz je pro neznamou funkci v Bernoulliova rovnice kde n = 2.

Priklad 4. Najdéte obecné feseni rovnice
2
! 2
3y +y + P = 0,

jestliZe feSenim této rovnice je funkce y; = 1/z.
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ReSeni. Zavedeme substituci

1
y:_+u7
X

po které ziskdme Bernoulliovu rovnici ve tvaru:

2
1 1 2 2
3l—=+v )+ (=+u) +5=3"+-ut+u>=0,
x x x x
Vzniklou Bernoulliovu rovnici fesime tak, Ze nejdiive uréime obecné feSeni linedrni homogenni rovnice

3u' = —Eu :
3x

d 2 2
/;u:/—gdx = ln\u]:—glnpc\—i—lnC = U=

C(x)
Va?

. Zderivovanim a dosaze-

Reseni Bernoulliovy rovnice budeme hledat metodou variace konstanty u =
nim do rovnice dostaneme

! _ 2
3(0 2/3>+§C <, L dC:/ dz

1_ 3
v s ) e T =) e T e VR
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1
C méme ve tvaru C = ——— a dosazenim do pfedpoklddaného tvaru feseni ziskdme feseni Bernoulliho

Jr+ K

rovnice: ,
i
/22 x4+ K22
Dalsim feSeni Bernoulliovy rovnice je singularni feseni u = 0.
Dosazenim do transformacniho vztahu nalezneme obecné feseni Riccatiho rovnice.
1 1

3

T2

Muzete si vSimnout, zZe ze zadani zndmé feSeni y; = 1/x z obecného feSeni nedostaneme pro zadné K. Toto
feSeni odpovida singularnimu feseni v = 0. O]
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0.2.4 Clairautova rovnice

Dosud probirané rovnice bylo mozné prevést na tzv, explicitni tvar ¢ = f(z,y). Clairautova rovnice je
prikladem diferencidlni rovnice nerozieSené vzhledem derivaci i a to konkrétné je to rovnice:

y=azy + f(y). (12)
Reseni Clairautovy rovnice je zndmo a jsou to feseni dvou typt

1. fesenimi Clairautovy rovnice jsou vsechny pfimky tvaru:

y =cx+ f(c), (13)
kde ¢ je libovolna konstanta.
2. Rovnice (12) muze mit jesté dalsi feSeni, které je vyjadiené parametricky:

w=—f(t), y=[f({t)-tf(t) (14)

Toto TeSeni je singularni, protoze jestlize f”(t) # 0, proto feSeni (14) nedostaneme z feSeni (13) pro
zddnou volbu konstanty c¢. Naopak kazdé pfimka (14) mé s timto feSeni spoleény jeden bod, ktery je
proto singularni.

Priklad 5. Najdéte feSeni rovnice
y=uxy —Iny .
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ReSeni. V tomto piikladu je f(y') = Iny’ proto je feSenim kazd4 piimka:

y=cxr+Inc, c¢>0.

Parametricky dané feSeni (14) uréime ze vztahti f(t) = —Int, je f'(t) = —1/ttedy dalsi feSeni zadané
rovnice je
1 —1 1
r=—-, y=—-Int—t-— & y=—-In|—-|+1=hs+1
t t x
[
Shrnuti

V tomto tutoridlu jsme nejprve pripomnéli, jak vypada diferencialni rovnice, co je jejim fesenim, jak mize
feSeni vypadat a jaky je rozdil mezi obecnym a partikularnim fesenim dané diferencialni rovnice. Déle
jsme se vénovali tzv. exaktnim rovnicim. Uvedli jsme podminku exaktnosti a nékolik moznosti jak rovnici
vyTesit. Nakonec jsme se zabyvali problémem, jak rovnici, kterd ptivodné exaktni neni, na exaktni rovnici
prevést. V jednoduchych ptipadech je mozno tuto tpravu provést pomoci tzv. integra¢niho faktoru.

Déle jsme ftesili tii typy vyznacnych diferencidlnich rovnic: Bernoulliovu, Riccatiovu a Clairotovu.

vvvvvv
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1. Bernoulliho rovnice se Tesi podobné jako rovnice linearni. Nejprve najdeme obecné feseni od-
povidajici homogenni rovnice a pomoci né€j pak i reseni samotné Bernoulliho rovnice.

2. Zname-li jedno partikularni feSeni y; Riccatiho rovnice, mtizeme tuto rovnici pomoci substituce
y = y1 + u prevést na Bernoulliho rovnici.

3. Clairautova rovnice se svym tvarem odliSuje od vSech zatim probranych typt rovnic. Jeji feseni

které lze vyjadfit parametricky pomoci vztaht (14).

Cviceni

1. U kazdé rovnice rozhodnéte, zda je exaktni. Pokud ano, najdéte jeji obecné feseni
a) 2z —1)dz+ (3y+7)dy =0

b) (siny — ysinz)dx 4 (cosz + zcosy —y)dy =0

)
c) (z+y)(r—y)de+z(x —2y)dy =0
2z 2
'y
)
)

o,

dz — 2o dy =0
Yy
e) (1 —2x2 —2y)y = 423 + 4oy

f <1+lnx+x> de =(1+Inz)dy
Y



0.2 NEKTERE TYPY OBYCEJNYCH DIFERENCIALNICH ROVNIC
PRVNIHO RADU 20

2. Najdéte feseni pocatecnich tloh
a) (e +y)de+ (2+2+ye¥)dy =0, y(0) =1

3y% — 22 T
2y 0, y(1)

b Y+
) ”:

3. Najdéte hodnotu konstanty k, pro kterou bude zadana rovnice exaktni
(33 + kxy® — 2z) dz + (3zy? + 202%y) dy = 0

4. Najdéte integracni faktor, pomoci néjz lze zadanou rovnici pfevést na rovnici exaktni. Pak najdéte obecné reseni
rovnice.

a) 6rydr + (4y +922)dy =0
b) (xy+ vy +y)dr + (z +2y)dy =0

5. Najdéte obecné feseni Bernoulliho rovnice
1
a) zy' +y= .
Y2
b) i/ — y = e®y?, které vyhovuje podmince y(0) = 1.

6. Najdéte obecné feseni Riccatiho rovnice

a) ¥y = —2 —y + 92, vime-li, Ze jedno feSeni této rovnice je y; = 2.
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1
b) v = 222 + p y — 2y, vime-li, Ze jedno FeSeni této rovnice je y; = x.

7. Vyteste Clairautovu rovnici
a) y = zy — (y')3. Najdéte i singularni fesent.

b) zy —y = e¥". Najdéte i singularni feeni a partikuldrni feSeni vyhovujici podmince y(0) = —2.

Vysledky

3
1. a)z?—z+-y+Ty=c

2
L 9
b :z:smy—i—ycosa:—§y =g

¢) neni exaktni

[oN)

— =C
Y

)
)
)
) —zt —22%y +y—y? =
)
)
)

)

f

neni exaktni

2. a)e’+axy+2y+ye¥ —e¥ =3;
e 3 __5

b

gt 22 T 4
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3. k=10
4. a) u(y) = y?, obecné fedeni je 32%y3 + y* = ¢;

7.

b) u(x) = e*, obecné feseni je zye® + y2e® = c

33

. e . v . Lo T2 +c

Mezivysledek: feseni odpovidajici linedrni rovnice je yo(x) = ¢/z. Obecné fesSeni zadané rovnice je y = ——,
x

coZ lze prepsat napt. jako y® = 1 + ca 3.

Mezivysledky: feseni odpovidajici linedrni rovnice je yo(x) = ce®, obecné feSeni zadané rovnice je

T

e
Y= 762‘%/2 +c ’
co# lze piepsat napf. jako y = —2e*(e*® + k)~ L.
Reseni pocateéni tlohy je
B 2e*
YT T g

a) Mezivysledek: Bernoulliho rovnice vznikla substituci y = u + 2 je v/ = 3u + u?. Obecné Feseni zadané
rovnice je

eSx

—9__°
e /3 + ¢



0.2 NEKTERE TYPY OBYCEJNYCH DIFERENCIALNICH ROVNIC
23

PRVNIHO RADU

3e3®

a lze ho prepsat napt. jako
=2— —.
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b) Mezivysledek: Bernoulliho rovnice vznikld substituci y = u + z je
! 1 2
u = (= —4x)u — 2u”.
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Obecné feseni zadané rovnice je
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